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В Библиографическом указателе даны описания публикаций по непрерыв-

ным дробям. Помимо сведений о работах по обыкновенным цепным дробям, 

приведены сведения о публикациях по ветвящимся непрерывным дробям и не-

прерывным дробям Хессенберга.  

В книге излагается метод суммирования расходящихся непрерывных дро-

бей, – так называемый, r/φ-алгоритм. Этот алгоритм используется для опреде-

ления значений расходящихся в классическом смысле непрерывных дробей и 

рядов, а также при решении бесконечных систем линейных алгебраических 

уравнений, для нахождения нулей полиномов, при решении многих других за-

дач вычислительной математики. 

В заключительном разделе помещены материалы о некоторых российских 
математиках, внёсших значительный вклад в теорию непрерывных дробей. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Главу “О непрерывных дробях”, которая венчает первый том классического труда 

“Введение в анализ бесконечных” [1024], Эйлер предваряет небольшим вступлением, в 

котором есть такие строки о непрерывных дробях: “Хотя этот род выражений до насто-

ящего времени разработан мало, однако мы не сомневаемся, что когда-нибудь приме-

нение его весьма широко распространится в анализе бесконечных”. 

И все сбылось, и не сбылось… Феликс Браудер – главный редактор серии “Ана-

лиз”, пишет [304]: “По иронии судьбы в двадцатом веке теория непрерывных дробей 

резко отделилась от большинства главных направлений развития математики. Специа-

листы по теории чисел продолжали использовать непрерывные дроби и изучали их 

свойства. С другой стороны, аналитики, даже работающие в классических областях, 

стали сравнительно редко интересоваться непрерывными дробями. За небольшими ис-

ключениями, трудно найти современный учебник по аналитическим функциям ком-

плексного переменного, в котором этому кругу методов и задач уделялось бы сколько-

нибудь заметное внимание. Ещё в начале двадцатого столетия этот раздел анализа в той 

или иной форме входил в математические программы практически всех университетов. 

Сейчас даже трудно объяснить, почему он отошёл на задний план и как эффективный ме-

тод математических исследований, и как обязательный фрагмент математического обра-

зования”. 

Нелишне, тем не менее, отметить, что первый обстоятельный курс теории цепных 

дробей появляется только в начале двадцатого столетия. Это – знаменитое сочинение 

профессора Мюнхенского университета Оскара Перрона “Die Lehre von den Ketten-

bruchen”(Учение о цепных дробях) [4270]. Фундаментальный труд Перрона выходит в 

Германии ещё дважды: в 1929 г. [4277] и в 1954-1957 гг., когда издание осуществляется 

в двух томах [4280, 4281]. На русский язык монография Перрона, к сожалению, переве-

дена не была.  

В минувшем столетии цепные дроби, действительно, расположились на перифе-

рии математической жизни. Для работ по цепным дробям не находилось даже рубрики 

в реферативных журналах – нередко они получали пристанище в разделе “Ряды и по-

следовательности”. Исследования выполнялись в основном “цеховиками” – доста-

точно узким кругом математиков, специализирующихся в теории цепных дробей. 

Среди авторов публикаций почти не стало громких имен, как то было в прошлые вре-

мена. На Западе доминировала американская школа Уолла – Лейтона – Трона. В Рос-

сии работы по аналитической теории цепных дробей в 50-х – 60-х гг. направлялись 

Алексеем Николаевичем Хованским, с начала 70-х гг. – его учеником Станиславом 

Серафимовичем Хлопониным. Тогда же, во второй половине 60-х, во Львове Виталий 

Яковлевич Скоробогатько начал организовывать исследования по ветвящимся цеп-

ным дробям. 

Трагедия однако состояла не в том, что исчезли рубрики в реферативных журналах 

или крупные имена среди авторов работ по цепным дробям. Беда была в другом – цеп-

ные дроби не заняли достойного места в математическом образовании. Этот феномен 

сложно объяснить с рациональных позиций. Но факт остается фактом. 

Разъясняя появление своей монографии [876], А. Я. Хинчин в 1935 г. писал: “Про-
граммы высшей школы (даже математических отделений университетов ) этой теории 
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не предусматривают, вследствие чего и соответствующие новые руководства для выс-
шей школы, естественно, ничего не говорят о цепных дробях. И специалист, встречаю-
щийся с необходимостью овладеть этим аппаратом, вынужден разыскивать либо доре-

волюционные учебники, либо зарубежные специальные руководства”. Ситуация не 
улучшалась и в последующие годы. Если, к примеру, в фундаментальном трехтомном 
Курсе дифференциального и интегрального исчисления Г. М. Фихтенгольца рядам в об-
щей сложности отводился едва ли не целый том, то цепным дробям – “ни полслова”, 
если вспомнить знаменитые строчки Дениса Давыдова, в которых тот сокрушался, 
правда, по совсем иному поводу. Были проигнорированы цепные дроби и в монумен-

тальном пятитомном “Курсе высшей математики” В. И. Смирнова. Не упоминались они 
и в более поздних курсах математического анализа С. М. Никольского и Л. Д. Кудряв-
цева, равно как и в бесчисленном множестве других курсов. 

Изучая численные методы по университетским и вузовским учебникам, а также 

обращаясь к специальной литературе по вычислительной математике, окончив курс 

наук, вполне можно остаться на всю жизнь в твердом убеждении, что никаких цепных 

дробей в природе не существует.  

О цепных дробях заговорили, когда западные физики-теоретики с удивлением об-

наружили, что таблицы Паде, то есть дробно-рациональные аппроксимации, могут с 

большим эффектом применяться при решении насущных задач, причем тех, для реше-

ния которых прекрасно знакомый аппарат рядов оказывался совершенно бесполезным. 

На Западе в 70-е – 90-е годы, спустя не одно десятилетие после выхода в свет книг 

О. Перрона [4280, 4281], Х. Уолла [5333] и А. Н. Хованского [919], появляются обстоя-

тельные монографии по цепным дробям [64-66], одна из которых – У. Джоунса и              

В. Трона – в 1985 году была издана в переводе на русском языке [304]. В эти же годы 

выходят несколько книг по ветвящимся и интегральным цепным дробям [745, 836] – 

оригинальным направлениям, возникшим благодаря усилиям львовской математиче-

ской школы профессора В. Я. Скоробогатько. 

В книжных аннотациях, состоящих из нескольких строк, всегда, между тем, нахо-

дится место для указаний числа литературных источников. Видимо, эта информация 

традиционно представляется важной и полезной. Время от времени издаются “Библио-

графические указатели”, в которых собираются сведения о публикациях по тому или 

иному вопросу за какой-то временной интервал. В качестве примера можно упомянуть 

работу “Вычислительные методы линейной алгебры: Библиографический указатель 

1828-1974 г.г.”, вышедшую под редакцией В. В. Воеводина в Новосибирске в издатель-

стве Сибирского отделения Академии наук в 1976 г. 

В монографии Клода Брезински “История непрерывных дробей и аппроксимаций 

Паде” (Clode Brezinski “History Continued fractions and Pade approximants”), опублико-

ванной в 1991 г. [1613], приведена научная библиография (Scientific Bibliography), 

включающая 2302 работы. Раздел “Scientific Bibliography” дополняет “Историческая 

библиография” (Historical Bibliography), имеющая сведения о 478 исследованиях по ис-

тории математики, прежде всего, по истории непрерывных дробей. Библиография 

Клода Брезински содержит сведения о работах, связанных с непрерывными дробями, 

которые были напечатаны до начала сороковых годов двадцатого века.  

Первое издание публикуемого “Библиографического указателя” по непрерывным 

дробям, включавшего описание 3402 работ, вышло во Львове в 2002 году [979]. Спустя 

год, в 2003 году, появилось второе издание “Библиографического указателя” [987], до-

полненное и без претенциозного подзаголовка “1572-2000 г.г.”, имевшего место в пер-

вом издании. Третье, нынешнее издание Библиографического указателя, существенно 

переработано и дополнено в сравнении с предыдущими изданиями. Оно включает опи-

сание 5580 работ по непрерывным дробям. Если первые два издания готовились по ста-
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ринке, что называется, в ручную, опираясь главным образом, на отечественные рефера-

тивные журналы по математике, издаваемые на притяжении многих десятилетий, начи-

ная с 1953 года, ВИНИТИ, то при подготовке к печати третьего издания использовался 

Интернет. В ряде случаев даются электронные адреса публикаций и лекций по непре-

рывным дробям, прочитанных известными российскими математиками, в частности, 

академиком В. И. Арнольдом.  

Составители любых Библиографий, думается, постоянно ощущают шаткость своих 

методических позиций. Хорошо, когда в названии работы или в реферате, описываю-

щем данную публикацию, есть ключевые слова, неопровержимо свидетельствующие о 

том, что работа принадлежит именно к тому разделу математики, по которому, соб-

ственно, составляется Библиография. Но если разыскиваемых ключевых слов нет ни в 

названии статьи или книги, ни даже в реферате, то это вовсе не означает, что интересу-

ющая библиографа тематика в публикации не рассматривается. Естественно, надёжнее 

всего просматривать не реферативные журналы и сайты, где сообщается о публикациях, 

а сами публикации. Но такой сквозной просмотр, очевидно, практически недостижим. 

Более того, составить полный Библиографический указатель по сколь-нибудь замет-

ному разделу математики невозможно не только практически – с привлечением самых 

современных технических средств и информационных технологий, – но и теоретически. 

Невозможно, прежде всего из-за того, что математика едина, и любые, самые удалённые 

ветви её имеют между собой какие-то связи. Если постоянно держать в голове эту ме-

татеорему, то приступать к составлению Библиографического указателя, разумеется, 

нельзя. Это всё равно, как зная школьный курс физики, нельзя безмятежно заниматься 

конструированием вечного двигателя, равно как невозможно сосредоточенно искать 

квадратуру круга, ознакомившись с трудами историков математики. 

Как известно, один из подходов к проблеме восстановления функции по степен-

ному ряду связан с аппроксимациями Паде. Аппроксимации Паде – это рациональные 

приближения функций, то есть приближения отношением полиномов. Аппроксимации 

Паде в последние десятилетия приобрели чрезвычайную популярность, стали, можно 

сказать, модными. По аппроксимациям Паде проводятся десятки международных науч-

ных конференций, публикуются тысячи работ. Особый интерес к аппроксимациям Паде 

проявили физики-теоретики. Этот в значительной мере традиционный математический 

аппарат оказался востребованным при построении новейших физических теорий, 

например, для описания взаимодействия элементарных частиц. Вот что сообщается на 

сей счет в [69]: “Разнообразные вычисления проведены с помощью аппроксимаций 

Паде для систем нуклон-нуклон и мезон-нуклон”. Здесь уместно отметить: аппроксима-

ции Паде и непрерывные дроби в определенном смысле близки. Поэтому любой прин-

ципиально новый результат в теории непрерывных дробей можно с успехом использо-

вать в аппроксимациях Паде. В частности, “расходящиеся” аппроксимации Паде сле-

дует суммировать 𝑟 𝜑⁄ -алгоритмом [967], в том числе и те, что встречаются при реше-

нии задач, возникающих при рассмотрении систем нуклон-нуклон и мезон-нуклон. 

Аппроксимации Паде представляют функцию в виде отношения двух полиномов 

𝑎0 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧2 + ⋯ + 𝑎𝐿𝑧𝐿

𝑏0 + 𝑏1𝑧 + 𝑏2𝑧2 + ⋯ 𝑏𝑀𝑧𝑀  , 

коэффициенты которых определяются по алгоритму Паде [69] из записи этой функции 

рядом Тейлора 

𝑓(𝑧) = 𝑐0 + 𝑐1𝑧 + 𝑐2𝑧2 + 𝑐3𝑧3 + ⋯  . 

Основной целью изучения аппроксимаций Паде является получение информации 

о функции по коэффициентам её степенного разложения. Часто аппроксимации Паде 

используют для восстановления функции по расходящемуся ряду. 
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(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

. 

Следует отметить, однако, что существуют дробно-рациональные аппроксимации, 

которые не являются аппроксимациями Паде. Примерами таких аппроксимаций могут 

служить подходящие дроби некоторых типов непрерывных дробей [591]. 

В практическом отношении, пожалуй, самым важным классом являются, так назы-

ваемые, диагональные аппроксимации Паде, записываемые отношением полиномов,        

к которым приводит свёртка классических функциональных цепных дробей: 
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Поэтому словосочетание “диагональные аппроксимации Паде” следует рассматри-

вать как иное обозначение функциональных цепных дробей (1), которые часто именуют 

как C-дроби.  

Как уже отмечалось выше, со средины 60-х годов двадцатого века в печати появ-

ляются работы по ветвящимся цепным дробям [95, 151, 491, 745]. 
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Ветвящиеся непрерывные дроби были предложены львовским математиком             

В. Я. Скоробогатько в 1966 г. [745]. При N равном двум функциональная ветвящаяся 

цепная дробь записывается следующим образом: 
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В 1976 г. была опубликована работа [306], в которой впервые ветвящиеся непре-

рывные дроби представлялись отношением определителей характерной лестничной 

структуры. В частности, ветвящаяся цепная дробь (3) записывается так: 
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В работе [949] были введены обобщенные непрерывные дроби, записываемые от-

ношением определителя матрицы общего вида и главного минора M11 этого определи-

теля: 
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Классические цепные дроби, представляемые отношением трехдиагональных оп-

ределителей, являются, как и ветвящиеся цепные дроби, частным случаем обобщенных 

непрерывных дробей (5). 

Введение обобщённых непрерывных дробей дало возможность предложить мате-

матический аппарат, пригодный для изучения непрерывных дробей с произвольным 

графом. Например, выполнение арифметических операций над непрерывными дробями 

различной структуры или преобразования таких дробей проводятся по правилам, 

известным в теории определителей. Без матричного подхода исследования разнообраз-

ных непрерывных дробей, вообще говоря, являют собой практически неразрешимую 

задачу из-за технических трудностей.  

Непрерывные дроби Хессенберга имеют вид: 
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Несколько слов о непрерывных дробях Хессенберга. Непрерывными дробями Хес-

сенберга были названы непрерывные дроби, задаваемые отношением определителей 

матриц Хессенберга, для которых характерна одна поддиагональ элементов [749]. 

Дроби Хессенберга – своеобразные непрерывные дроби, звенья которых распространя-

ются не только «вниз», но и «вверх».  

Непрерывные дроби Хессенберга удовлетворяют линейному рекуррентному соот-

ношению n-го порядка 

 Pn = annPn-1 + an-1 nPn-2 +…+ a2nP1 + a1n. 

Непрерывные дроби Хессенберга следует рассматривать как обобщение обыкновен-

ных цепных дробей, для числителей и знаменателей подходящих дробей которых имеют 

место рекуррентные соотношения второго порядка, – рекуррентные формулы Валлиса. 

Непрерывные дроби Хессенберга впервые были описаны немецким математиком Фюр-
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стенау в 1874 г. [2390], поэтому их следовало бы именовать непрерывными дробями Фю-

рстенау, хотя и в названии «непрерывные дроби Хессенберга» есть свой резон. 

Любопытно, но результаты Фюрстенау по непрерывным дробям высших поряд-

ков, даже несмотря на публикации об этих дробях Б. В. Круковского [454] и Джо Кул-

мана [1870] в начале тридцатых годов, оказались настолько прочно забыты, что эти 

дроби не появились ни разу на страницах монографий. Во всяком случае, непрерывных 

дробей Фюрстенау не было ни у О. Перрона [4281], ни у А. Н. Хованского [919], ни в 

более поздних публикациях – книгах У. Джоунса и В. Трона [304] или Л. Лорентзен и 

Х. Воделанда [3617]. Не встречается сведений о работах по непрерывным дробям Фю-

рстенау и в реферативных журналах. Эти непрерывные дроби, которые именуются не-

прерывными дробями Хессенберга, так как они представляются отношением определи-

телей матриц Хессенберга, практически совершенно не изучены. 

Классические цепные дроби, как уже отмечалось, есть ни что иное, как отношение 

трёхдиагональных определителей: 
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 .  (7) 

Классифицировать непрерывные дроби естественным образом можно с использо-

ванием графов, которые определяют их структуру.  

В [959] было предложено обыкновенные цепные дроби  
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описывать линейным ориентированным взвешенным графом (рис. 1). 

 

Рис. 1. Граф цепной дроби (8). 

Ветвящиеся непрерывные дроби  
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следует задавать графом типа дерева [959], показанном на рис. 2. 
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Рис.2. Граф ветвящейся непрерывной дроби (9). 

Впервые графы для обыкновынных и ветвящихся цепных дробей рассматривал            

В. Я. Скоробогатько [151]. Предложенные им графы имеют, однако, другую структуру, 

нежели графы приведённые на рис. 1 и рис. 2. 

Для непрерывной дроби Хессенберга с четырьмя диагоналями  
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  (10) 

в [973] предложен граф, показанный на рис 3. 

 

Рис. 3. Граф непрерывной дроби Хессенберга (10). 

 Важнейшие вопросы аналитической теории непрерывных дробей – это вопросы 

сходимости. В 1997 г. в работе [967] нами был предложен принципиально новый подход 

к определению сходимости непрерывных дробей. Метод получил название “𝑟 𝜑⁄ -алго-

ритм”. Этот алгоритм показал эффективность при решении различных задач, что нашло 

отражение в статье “Алгоритм суммирования расходящихся непрерывных дробей и не-

которые его применения”, которая была опубликована в четвёртом номере “Журнала 

вычислительной математики и математической физики” за 2015 год [396].  Этот журнал, 

как известно, является одним из ведущих изданий в области вычислительной матема-

тики, издающийся и на английском языке. Для ознакомления читателей с 𝑟 𝜑⁄ -алгорит-

мом и некоторыми его применениями, пожалуй, целесообразно привести эту статью из 

ЖВМ и МФ с некоторыми сокращениями. 
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(11) 

(12) 

, 

    █ Непрерывная дробь называется сходящейся, если последовательность ее под-
ходящих дробей имеет конечный предел. Непрерывная дробь расходится, если по-
следовательность ее подходящих дробей предела не имеет [304]. 

Далее будет рассмотрено несколько задач из разных разделов вычислитель-
ной математики, решенных при помощи так называемого  𝑟 𝜑⁄ -алгоритма – нового 
метода суммирования расходящихся непрерывных дробей. 

В [992] предложено отличное от традиционного толкование сходимости 
непрерывных дробей. Для установления значений непрерывных дробей будем 
использовать 𝑟 𝜑⁄ -алгоритм: 

Непрерывная дробь сходится и имеет своим значением в общем случае ком-
плексное число 𝑧 = 𝑟0𝑒𝑖𝜑0 , если существуют пределы 

 

𝜋 lim
𝑛→∞

𝑘𝑛

𝑛
= |𝜑0|, 

где 𝑃𝑖 𝑄𝑖⁄ – значения i-й подходящей дроби из совокупности, включающей n подходя-
щих дробей; kn – число отрицательных подходящих дробей из n подходящих дробей. 
 Этот способ выходит за рамки традиционных методов суммирования, ибо 
позволяет за последовательностью вещественных подходящих дробей усмотреть 
некое комплексное число, которое, собственно, и представлено этой непрерывной 
дробью. Признаком комплексности такой расходящейся непрерывной дроби с ве-
щественными элементами служат перемены знаков ее подходящих дробей, при-
чем, эти перемены знаков происходят сколь угодно много раз. Другими словами, 
комплексная единица 𝑒𝑖  устанавливается из «поведения» подходящих дробей не-
прерывной дроби. Параметры же комплексного числа, т.е. его модуль r0 и аргумент 
φ0 могут быть определены, в частности, так называемым 𝑟 𝜑⁄ -алгоритмом, то есть 
формулами (11) и (12). 
 В случае непрерывных дробей, сходящихся в классическом смысле, аргумент   
примет значения 0 или π. Если 𝜑0 = 0, то значение сходящейся непрерывной 
дроби будет совпадать со значением модуля 𝑟0: 

0

0 0.
iz r e r   

 Если 𝜑0 = 𝜋, то значение сходящейся непрерывной дроби будет отрицатель-
ное число: 

0 0.
iz r e r    

 Предложенный 𝑟 𝜑⁄ -алгоритм даёт возможность устанавливать значения 
расходящихся в классическом смысле непрерывных дробей, а также решать мно-
жество других задач из различных разделов вычислительной математики. 

1. Применение r/φ – алгоритма для суммирования расходящихся        
непрерывных дробей 

 Из формулы Эйлера 
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(13) 
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Запишем подходящие дроби непрерывной дроби (13): 
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При n→∞ можно прийти к непрерывной дроби 
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где “звездочка” означает, что это равенство не есть равенство в традиционном по-
нимании. Смысл “равенства” (15) будет разъяснен ниже, после чего к “звездочке” 
прибегать не будем, чтобы не загромождать записи комплексных чисел непрерыв-
ными дробями с вещественными элементами. 

Используя непрерывную дробь (15), мы можем восстановить комплексное 
число 𝑒𝑖𝜑 , которое “представлено” этой бесконечной непрерывной дробью. Изоб-
разим графически несколько значений первых подходящих дробей непрерывной 
дроби (15). Используя выражение (14) для подходящих дробей, запишем: 
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Очевидно, с ростом номера n угол (n + 1)φ станет больше угла π: 
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Этот момент может быть зафиксирован, так как подходящая дробь 𝑃𝑛 𝑄𝑛⁄  при-
мет отрицательное значение. Таким образом, перемещение радиуса – вектора от 
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(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

угла φ до угла (n+1)φ, несколько превышающего значение π, дает возможность, 
пусть и приближенно, определить аргумент комплексного числа 𝑒𝑖𝜑 , представлен-
ного непрерывной дробью (15). Продолжая наблюдение за значениями подходя-
щих дробей, запишем формулу, по которой можно определить аргумент φ0  ком-
плексного числа 𝑒𝑖𝜑0: 

,
~

0
n

kn 



  

где 𝑘𝑛 – количество подходящих дробей, имеющих отрицательное значение из       
общего числа 𝑛 подходящих дробей разложения (15), �̃� – некоторый угол, причем,  
�̃� < 𝜑0. 

Если n → ∞, то формула (16) примет вид 

.lim0
n

kn

n 
   

Рассмотренная выше процедура позволяет установить однако не значение 
аргумента комплексного числа 𝑒𝑖𝜑0 , а модуль этого аргумента. 

Знак аргумента комплексного числа 𝑒𝑖𝜑0  определяется из динамики распре-
деления значений подходящих дробей (15) на “периоде”. Эти правила определе-
ния знака установлены после “калибровки” на тестовых непрерывных дробях, 
имеющих комплексные значения [992]. 
 На рис. 4 показано распределение значений подходящих дробей 𝑃𝑛 𝑄𝑛⁄   разло-
жений (17) и (18) в зависимости от номера 𝑛. 
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Рис. 4. Распределение значений подходящих непрерывных дробей (17) и (18). 

Из непрерывной дроби (15), представляющей комплексное число 𝑒𝑖𝜑0  , можно 
получить, помимо аргумента, модуль этого комплексного числа, равный единице. 

В табл. 1 приведены результаты суммирования при помощи 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма 
“расходящейся” непрерывной дроби 
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Таблица 1. Определение значения расходящейся цепной дроби (19) 

           𝑟0 = 2.0,   𝜑0 = 1.318116071652 … . 

Номер 

звена 

дроби 

Значение 

подходящей 

дроби 

Модуль 
комплексного 

числа, 𝑟𝑛 

Погрешность, 

nr rr  0  

Аргумент 
комплексного 

числа, 
n  

Погрешность, 

n  0
 

2 

4 

8 
16 

32 

64 
128 

256 

512 
1024 

2048 

4096 
8192 

16384 

32768 
65536 

-3.0000000000 

-0.7142857142 

1.4369747899 
-1.0326336812 

0.9570674702 

-3.3737052603 
-0.9528199343 

1.0641835576 

-2.5412946875 
-0.4041335913 

2.1217417851 

0.1547065652 
5.7575173443 

2.7721264678 

0.8108450840 
-5.3765210082 

1.732050807568 

1.495348781221 

1.901623404084 
1.893923277888 

1.954777493792 

1.992211007792 
1.985483211714 

1.995010880870 

1.998634135542 
1.996749737389 

1.999829743244 

1.998758806916 
2.000006649905 

1.999990952659 

1.999946089818 
1.999995713264 

0.267949192431 

0.504651218778 

0.098376595915 
0.106076722111 

0.045222506207 

0.007788992207 
0.014516788285 

0.004989119129 

0.001365864457 
0.003250262610 

0.000170256755 

0.001241193083 
0.000006649905 

0.000009047340 

0.000053910181 
0.000004286735 

1.570796326794 

1.570796326794 

1.178097245096 
1.374446785945 

1.276272015520 

1.325359400733 
1.325359400733 

1.313087554430 

1.319223477581 
1.319223477581 

1.317689496793 

1.317689496793 
1.318072991990 

1.318072991990 

1.318072991990 
1.318120928890 

0.252680255142 

0.252680255142 

0.140018826556 
0.056330714292 

0.041844056131 

0.007243329080 
0.007243329080 

0.005028517222 

0.001107405928 
0.001107405928 

0.000426574859 

0.000426574859 
0.000043079662 

0.000043079662 

0.000043079662 
0.000004857237 

 В первой колонке таблицы даны номера  𝑛 подходящих дробей разложения. 
Номера подходящих дробей составляют степень 2. Значения подходящих дробей с 
этими номерами приведены в соседней колонке 2. Как и следовало ожидать, зна-
чения подходящих дробей 𝑃𝑛 𝑄𝑛⁄  с ростом n не стремятся к какому-либо пределу. 
Для чисел же, расположенных в колонке 3, напротив, стремление к пределу можно 
без труда обнаружить, – значения асимптотически приближаются к 2, т.е. к мо-
дулю комплексного числа. Даже беглого взгляда на колонки 5 и 6 достаточно, 
чтобы убедиться, что с ростом количества подходящих дробей разложения (19) 
все более точно устанавливается значение аргумента искомого комплексного 
числа. 

При вычислении последовательностей подходящих дробей использован         
∆-алгоритм, предложенный в [390]. 

На рис. 5 показаны значения подходящих дробей непрерывной дроби (19). 

 
Рис. 5. Распределение значений подходящих дробей непрерывной дроби (19). 

Формулы (11) и (12) можно распространить на непрерывные дроби других 
классов, в частности, на практически важные предельно-периодические непре-
рывные дроби, которыми представляются элементарные и многие специальные 
функции. 
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(20) 

(21) 

В табл. 2 показаны результаты суммирования расходящейся непрерывной 
дроби 
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Таблица 2. Определение значения расходящейся цепной дроби (20)        
              𝑟0 = 3.2171505117 … , 𝜑0 = 1.3536398454 … . 

Номер 

звена 
дроби 

Значение 

подходящей 
дроби 

Модуль 

комплексного 

числа, 𝑟𝑛 

Погрешность, 

nr rr  0  

Аргумент 

комплексного 

числа, 
n  

Погрешность, 

n  0
 

2 
4 

8 

16 
32 

64 

128 
256 

512 

1024 
2048 

4096 

8192 
16384 

32768 

65536 

6.0000000 
-3.0000000 

-97.5000000 

1.4880473 
3.1985122 

62.8693924 

0.9165216 
1.7095765 

3.9037050 

-15.4772571 
2.6358581 

11.1007665 

-0.6961262 
-1.7591587 

-6.4347291 

5.5879135 

4.2426406871 
3.0000000000 

4.9614481602 

3.5474336503 
3.6050160485 

3.3885474566 

3.1810462758 
3.2148854739 

3.2112688498 

3.2219262392 
3.2194825453 

3.2127253440 

3.2169015620 
3.2167104407 

3.2170964982 

3.2171496506 

1.0254901754 
0.2171505117 

1.7442976485 

0.3302831386 
0.3878655367 

0.1713969449 

0.0361042359 
0.0022650377 

0.0058816618 

0.0047757275 
0.0023320336 

0.0044251676 

0.0002489496 
0.0004400709 

0.0000540134 

0.0000008610 

1.5707963267 
1.5707963267 

1.5707963267 

1.3744467859 
1.3744467859 

1.3744467859 

1.3499030933 
1.3621749396 

1.3499030933 

1.3560390164 
1.3529710549 

1.3529710549 

1.3533545501 
1.3533545501 

1.3536421715 

1.3536421715 

0.2171564813 
0.2171564813 

0.2171564813 

0.0208069405 
0.0208069405 

0.0208069405 

0.0037367521 
0.0085350941 

0.0037367521 

0.0023991710 
0.0006687905 

0.0006687905 

0.0002852953 
0.0002852953 

0.0000023260 

0.0000023260 

 Легко понять, почему непрерывная дробь (20) расходится. При отрицатель-
ном аргументе, равном -2, логарифмическая функция имеет комплексное значе-
ние: ln(−2) = 3.2171505117𝑒𝑖1.3536398454, которое, естественно, не может прибли-
жаться непрерывной дробью с вещественными элементами и, тем не менее,           
𝑟 𝜑⁄ -алгоритм позволяет установить значение непрерывной дроби (20). 

При n → ∞ периодические непрерывные дроби Хессенберга могут представ-
лять элементарные и специальные функции. Например, 
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Непрерывная дробь (21) определяет логарифмическую функцию на всей 
плоскости комплексного переменного без вырезов по отрицательной оси. Если 
значение логарифмической функции комплексное, то непрерывная дробь (21) 
суммируется при помощи 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма. При 𝑥 = – 1/3 непрерывная дробь Хес-
сенберга (21) будет представлять 1/𝑙𝑛(– 2). В табл. 3 приведены результаты вы-
числения 1/𝑙𝑛(– 2) при помощи непрерывной дроби (21). 
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(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

Таблица 3. Определение значения расходящейся цепной дроби (21)  
              𝑥 = − 1 3⁄  , 𝑟0 = 0.3108340739 … , 𝜑0 = −1.3536398454 …  . 

Номер 

звена 

дроби 

Значение 

подходящей 

дроби 

Модуль 
комплексного 

числа, 𝑟𝑛 

Погрешность, 

nr rr  0  

Аргумент 
комплексного 

числа, 
n  

Погрешность, 

n  0
 

21 

42 

84 
168 

336 
672 

1344 

2688 
5376 

10752 

21504 

43008 

86016 

172032 
344064 

688128 

0.02044264 

-0.02832422 

-0.14445825 
-0.75441728 

0.32678464 
2.01078357 

-0.03019484 

-0.14954713 
-0.81466750 

0.30407891 

1.28357034 

-0.09454281 

-0.38364272 

0.81555456 
-0.22761506 

-10.07498787 

0.82455439 

0.50977666 

0.40513373 
0.35654051 

0.33285231 
0.32176153 

0.31569144 

0.31342156 
0.31217034 

0.31149855 

0.31116989 

0.31099243 

0.31091665 

0.31087600 
0.31085447 

0.31084454 

0.51372032 

0.19894259 

0.09429965 
0.04570644 

0.02201823 
0.01092745 

0.00485737 

0.00258748 
0.00133626 

0.00066447 

0.00033582 

0.00015836 

0.00008257 

0.00004193 
0.00002039 

0.00001047 

-1.34639685 

-1.42119667 

-1.38379676 
-1.36509680 

-1.35574682 
-1.35574682 

-1.35574682 

-1.35457808 
-1.35399370 

-1.35370152 

-1.35370152 

-1.35370152 

-1.35366499 

-1.35364673 
-1.35364673 

-1.35364217 

0.00724299 

0.06755683 

0.03015691 
0.01145696 

0.00210698 
0.00210698 

0.00210698 

0.00093823 
0.00035386 

0.00006167 

0.00006167 

0.00006167 

0.00002515 

0.00000689 
0.00000689 

0.00000232 

 Способ суммирования при помощи 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма оказался применим не 
только к обыкновенным непрерывным дробям, но и к непрерывным дробям иных 
классов. Это указывало на некоторую универсальность найденного метода сумми-
рования. В частности, 𝑟 𝜑⁄ -алгоритм дал возможность предложить практически 
удобный способ определения всех нулей полинома [1000]. Но главное, этот алго-
ритм позволил рассматривать выражения для нулей полиномов через непрерыв-
ные дроби Хессенберга и Никипорца, как аналитические формулы для определе-
ния корней многочлена через его коэффициенты. 

2. Решение алгебраических уравнений при помои  r/φ – алгоритма 

Имеется алгебраическое уравнение степени n: 
1

1 1... 0.n n

n nx x x  

      

Запишем следующую производящую функцию: 
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Коэффициенты 𝛼𝑖  в (22) и (23) совпадают. Коэффициенты cm последовате-
льности (23) могут быть найдены из линейного рекуррентного уравнения 

 nmnmmm cccc    ...2211
, 10 c , 

11 c . 

Для определения корней уравнения (22) Эйткен предложил формулы [1075]: 
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(26) 

(27) 

(28) 

(29) 
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Очевидно, что используя формулы Эйткена (24 – 27) можно непосредственно 
находить только действительные корни алгебраического уравнения (22). Способ 
нахождения старшего по модулю действительного корня алгебраического 
уравнения (22), описываемый формулой (24), как известно, принадлежит                     
Д. Бернулли. Применим 𝑟 𝜑⁄ -алгоритм суммирования расходящихся непрерывных  
дробей к определению комплексных корней алгебраического уравнения (22). 

Запишем формулы Эйткена в развернутом виде. В результате преобразо-
ваний получим конструкции из отношений определителей матриц Тёплица. 

Формулу (24) можно представить отношением определителей: 
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Последующие корни уравнения (22) запишутся следующим образом: 
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(30) 

(31) 

(32) 
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Отношения определителей (28) – (30), выражающие корни алгебраического 
уравнения (22) через его коэффициенты, будем называть функциями 𝑋𝑖

(𝑛). Для 
функций введём обозначение 

 ( )

1 2, ,..., .n

i i nX X     

Здесь следует подчеркнуть, что для алгебраических уравнений степени выше 
четвёртой функции 𝑋𝑖

(𝑛) записываются аналогично их записи для алгебраических 
уравнений степени 2, 3 и 4. 

Определение математических конструкций (28 – 30), как непрерывных 
дробей особой структуры, позволяет естественно ввести такое фундаментальное 
понятие, как подходящая дробь, что упрощает описание способа решения 
алгебраических уравнений с использованием функций 𝑋𝑖

(𝑛) и 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма. 
Для комплексных корней уравнения (22), определяемых также формулами 

(28 – 30), необходимо дополнительно использовать 𝑟 𝜑⁄ -алгоритм. Модуль ri и 
модуль аргумента φi искомого комплексного числа 𝑥𝑖 = 𝑟𝑖𝑒𝑖𝜑𝑖 определяются здесь 
формулами: 
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где  �̅�𝑖
(𝑚)

 есть m-я подходящая дробь выражения (30), 𝑘𝑖
(𝑚)

 – число отрицательных 

подходящих дробей для i-го корня из m подходящих дробей. 
Например, подходящие дроби для корня 𝑥2 определяются следующим обра-

зом: 
2 4 4 1 2 3
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Вычисление подходящих дробей непосредственно по формулам (28 – 30) 
весьма затруднительно при больших размерностях определителей, входящих в 
эту формулу. Однако легко заметить, что определители, имеющиеся в формуле 
(30), не есть определители общего вида. В эти формулы входят определители мат-
риц Тёплица, в которых элементы, расположенные на диагоналях параллельных 
главной - одинаковые.Для вычисления (28 – 30) можно использовать рекуррент-
ную схему, получившую название «алгоритм частных и разностей» или QD-алго-
ритм Рутисхаузера [722]. 
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(33) 

Для примера рассмотрим решение уравнения 

11 10 9 8 7 6 5 4 3 21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
x x x x x x x x x x x           

 
с использованием 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма, в данном случае определенном формулами (31) 
и (32). 

На рис. 6 показаны графики распределения подходящих непрерывных 
дробей, которые представляют первую пару комплексно-сопряжённых корней 
уравнения (33). 

 

 
Рис. 6. Распределение подходящих дробей, представляющих корни 

алгебраического уравнения (33). 

В табл. 4 и 5 приведены результаты вычисления первой пары комплексно-
сопряженных корней уравнения (33) при помощи 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма. 

Таблица 4. Определение комплексного корня уравнения (33); 𝑥1 = 0.825426601839𝑒𝑖0.456940190349  . 
Номер 

дроби, 

i 

Значения 

подходящих 

дробей 

Значение 

модуля, ri 

Погрешность 

модуля, 

r0‒ri 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0 ‒ φi 

256 16.143892048442 0.825785447265 -0.000358845426 0.456958931431 -0.000018741082 

512 1.123631143666 0.826954794360 -0.001528192521 0.455195135081 0.001745055268 

1024 0.455119840748 0.825433239778 -0.000006637939 0.454571284281 0.002368906068 

2048 0.553668217148 0.825564163972 -0.000137562133 0.455908182739 0.001032007610 

4096 0.706616451970 0.825567329958 -0.000140728119 0.456531067263 0.000409123086 

8192 1.028537277040 0.825510151203 -0.000083549364 0.456832014064 0.000108176285 

16384 0.233171968534 0.825377907111 0.000048694728 0.456787147631 0.000153042718 

32768 0.118598000966 0.825381628314 0.000044973525 0.456861042625 0.000079147724 

65536 -0.275773576857 0.825409693152 0.000016908687 0.456945839553 -0.000005649204 

131072 14.164753886741 0.825427091119 -0.000000489280 0.456940179442 0.000000010907 

262144 1.116765194917 0.825429065048 -0.000002463209 0.456937352336 0.000002838013 

-10,0

-5,0

0,0

5,0

10,0

x1= 0,825426601839e i 0,456940190349

-10,0

-5,0

0,0

5,0

10,0

x2= 0,825426601839e -i 0,456940190349
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(34) 

Таблица 5. Определение комплексного корня уравнения (33);  𝑥2 = 0.825426601839𝑒−𝑖0.456940190349. 
Номер 

дроби, 

i 

Значения 

подходящих 

дробей 

Значение 

модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0‒ri 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0 ‒ φi 

256 -14.664188997090 0.844450967957 -0.019024366118 -0.459745266379 0.002805076030 

512 0.357854174564 0.824184302406 0.001242299433 -0.455903947091 -0.001036243258 

1024 1.026366880816 0.824775244209 0.000651357630 -0.454843380823 -0.002096809526 

2048 0.927818504413 0.825070650084 0.000355951755 -0.456064103237 -0.000876087112 

4096 0.774870269591 0.825231107454 0.000195494385 -0.456613012482 -0.000327177867 

8192 0.452949444521 0.825354859349 0.000071742490 -0.456873878894 -0.000066311455 

16384 1.248314753027 0.825406109723 0.000020492116 -0.456807792778 -0.000132397571 

32768 1.362888720595 0.825420019766 0.000006582073 -0.456871418230 -0.000068772119 

65536 1.757260298418 0.825428416468 -0.000001814629 -0.456903036878 -0.000037153471 

131072 -12.683267165180 0.825443398339 -0.000016796500 -0.456942790823 0.000002600474 

262144 0.364721526644 0.825424773835 0.000001828004 -0.456938656910 -0.000001533439 

 В табл. 6 приведены результаты вычисления комплексных корней уравнения 
(33) при помощи 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма. 

Таблица 6. Определение комплексных корней уравнения (33). 

Номер 

корня 

Значение 

 модуля, ri 

Погрешность 

модуля,  

r0-ri 

Значение  

аргумента, φi 

Погрешность   

аргумента, φ0 - φi 

x1 0.825429065048 -0.000002463209 0.456937352336 0.000002838013 

x2 0.825424773835 0.000001828004 -0.456938656910 -0.000001533439 

x3 0.803119357446 -0.000001901615 1.001196552841 0.000002453937 

x4 0.803117384671 0.000000071160 -1.001188379054 -0.000010627724 

x5 0.793441786197 -0.000004233106 1.538831941630 0.000008021859 

x6 0.793435450039 0.000002103052 -1.538837826625 -0.000002136864 

x7 0.788344701400 0.000002516973 2.074006033078 0.000002785567 

x8 0.788348270999 -0.000001052626 -2.074013993125 0.000005174480 

x9 0.785766735307 0.000001486384 2.608035936604 0.000000984810 

x10 0.785770848718 -0.000002627027 -2.608046034429 0.000009113015 

 Следует отметить, что точность вычислений комплексно-сопряженных 
корней при использовании 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма, растет не монотонно, а асимпто-
тически. 

Также при помощи 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма был установлен вещественный корень 
уравнения (33)  𝑥11 = −0.784972055437 … . 

Ниже приведены результаты тестирования 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма. Рассматривались 
уравнения со случайными коэффициентами 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼10: 

.001

8

2

9

1

10   xxxx   

где 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼10 ∈ [−1000000, 1000000]. 
Для вычисления подходящих дробей использовался QD-алгоритм Рутис-

хаузера [722]. Требовалось установить на десяти тысячах уравнений 10-й степени 
(34), достигается ли заданная точность в определении действительных и 
комплексных корней при помощи 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма, то есть формул (31) и (32). На 
основе проведенных расчетов можно считать экспериментально подтвержденной 
работоспособность 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма при нахождении нулей полинома. Для 10000 
алгебраических уравнений десятой степени со случайными коэффициентами все 
корни, найденные при помощи 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма, имели относительную погре-
шность не более, чем 0,001.  

3. Об одном подходе к решению бесконечных систем линейных                
алгебраических уравнений 

Известно, что при решении бесконечных систем линейных алгебраических 
уравнений встречаются принципиальные трудности. В книге С. К. Годунова и              
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(35) 

(36) 

В. С. Рябенького “Разностные схемы” отмечается: “Уже в самых простых случаях, 
даже при решении линейных уравнений с постоянными коэффициентами, часто 
бывает, что, казалось бы, разумная разностная схема имеет решение, не сходяще-
еся при измельчении сетки к истинному решению дифференциального уравне-
ния”. 

Рассмотренный выше способ суммирования расходящихся в традиционном 
смысле непрерывных дробей помог понять природу трудностей, возникающих 
при решении бесконечных систем линейных алгебраических уравнений. Поясним 
примером. Как известно, удобный метод решения разностной краевой задачи, 
представляющий один из вариантов исключения неизвестных и носящий назва-
ние “прогонки”, фактически эквивалентен записи решения обыкновенной непре-
рывной дробью, то есть для бесконечных систем линейных алгебраических урав-
нений решения могут представляться как сходящимися непрерывными дробями, 
так и расходящимися [997]. 

Имеет место ситуация: решения системы существуют, но при измельчении 
шага сетки значения решений системы изменяются, причем, скачкообразно, т.е.      
с ростом размерности СЛАУ не могут быть найдены пределы, к которым бы эти 
решения стремились. В этом случае говорят, что система является “расходящейся” 
и решения не могут быть записаны. Возникает вопрос: что это означает для рас-
сматриваемой СЛАУ с матрицей вещественных коэффициентов? Ответ состоит в 
следующем: если решаемая система “расходится”, то возможно существование 
комплексных решений СЛАУ, которые традиционными методами решения не мо- 
гут быть установлены. 

Процесс нахождения решения бесконечных систем линейных алгебраических 
уравнений (БСЛАУ) при помощи 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма состоит из двух этапов. 

Рассмотрим БСЛАУ 

𝐴𝑋 = 𝐵,  
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где А – матрица вещественных коэффициентов, Х – вектор искомых решений, В – 
правая часть системы линейных алгебраических уравнений. 

Для того чтобы узнать, “расходится” данная система или нет, решаем одним 
из классических методов подсистемы смежных порядков, например 1, 2, 3,… и 
строим последовательности, состоящие из их решений {�̅�𝑖}, т.е. последовательно-
сти вида 
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Если каждая последовательность стремится к некоторому “своему” пределу с 
ростом размерности m системы, то последовательность корней 

{�̅�1
(𝑚)

, �̅�2
(𝑚)

, �̅�3
(𝑚)

, … , �̅�𝑛
(𝑚)

 }, m→∞, будет являться искомым решением рассматривае-

мой БСЛАУ. В случае, если пределы последовательностей (36) отсутствуют, требу-
ется использовать уже упомянутый выше 𝑟 𝜑⁄ -алгоритм, что составляет следую-
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(37) 

(38) 

(39) 

щий этап решения расходящихся БСЛАУ. Следует отметить, что при решении рас-
ходящихся СЛАУ m≫n, что обусловлено 𝑟 𝜑⁄ -алгоритмом, требующим для опреде-
ления комплексного числа большого количества вещественных “отсчетов”. Этот 
алгоритм позволяет использовать полученные в общем случае “по Гауссу” веще-
ственные решения расширяющейся системы (35) для получения множества ком-
плексных решений исходной системы, если они имеются.  

При решении расходящихся БСЛАУ модуль ri комплексного корня xi нахо-
дится по формуле 

( )

1

lim , 1, 2, , ,
m

m
m

i

mm

r
i

x i n


   

где �̅�𝑖
(𝑚)

 – значение вещественной неизвестной �̅�𝑖 , полученное “стандартным” ал-

горитмом решения СЛАУ размерности m. 
Модуль аргумента φi  комплексного корня xi БСЛАУ определяется следующим 

образом: 

,lim
)(

m

k m

i

m
i


   

где 𝑘𝑖
(𝑚)

 – количество отрицательных значений �̅�𝑖 , полученных “стандартным” ал-

горитмом решения СЛАУ из общего количества m значений �̅�𝑖 , найденных из “рас-
ширяющейся” системы. 

Данный способ решения БСЛАУ достаточно экономичен, а главное – метод 
позволяет решать расходящиеся в традиционном смысле БСЛАУ, что не обеспечи- 
вают известные алгоритмы решения БСЛАУ. 

В качестве примера рассмотрим решение при помощи 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма расхо-
дящейся бесконечной системы (39). 

Решить систему: 

 
 В табл. 7 приведены результаты определения xi системы (39) с использова-
нием 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма, то есть формул (37) и (38). В первой колонке таблицы ука-
зана размерность решаемых систем. Во второй колонке помещены значения �̅�1, 
полученные по методу прогонки. Как видно из таблицы, значения , полученные 
“по прогонке” для расходящейся системы, не стремятся к какому-либо пределу.       
В то же время в колонках 3 и 4 табл. 7 с ростом размерности системы (39) устанав-
ливается значения, соответственно, модуля и аргумента комплексного решения 
�̅�1 системы (39). 

 

Таблица 7. Определение значения �̅�1 системы (39). 
Размерность  

системы, m 

Значение  mx1
            

 по методу прогонки 

Модуль комплексного 

числа,  mr1
 

Аргумент комплексного 

 числа,  m

1  

2 2.500000000000E-01 5.000000000000E-01 0.000000000000E+00 

3 1.176470588235E-01 3.086789594993E-01 0.000000000000E+00 

4 -2.000000000000E-01 2.769413275131E-01 7.853981633974E-01 

7 5.511811023622E-02 2.222264956834E-01 4.487989505128E-01 

8 -4.250000000000E+00 3.213623350779E-01 7.853981633974E-01 
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     Окончание табл. 7 
15 -4.316594612571E-01 2.586318164389E-01 8.377580409573E-01 

16 3.566826367091E-01 2.638802890571E-01 7.853981633974E-01 

31 2.368807660622E-01 2.338062307929E-01 7.093918895203E-01 

32 1.059969835469E-01 2.280970928948E-01 6.872233929728E-01 

63 3.535238227882E-01 2.262750841807E-01 7.479982508547E-01 

64 1.745241108523E-01 2.253588030476E-01 7.363107781851E-01 

127 -3.252270368534E-01 2.200670942025E-01 7.421085008480E-01 

128 3.769412205239E-01 2.209942810126E-01 7.363107781851E-01 

255 2.545459857837E-01 2.245282017180E-01 7.022383578612E-01 

256 1.213393341306E-01 2.239890962004E-01 6.994952392759E-01 

511 4.544313219042E-01 2.191004764571E-01 7.070120453284E-01 

512 2.021042090470E-01 2.190659250807E-01 7.056311624274E-01 

1023 -1.468533026117E-02 2.191323997622E-01 7.063209289596E-01 

1024 8.316406972992E-01 2.194179980411E-01 7.056311624274E-01 

2047 7.182382967496E-01 2.184842239440E-01 7.029064168755E-01 

2048 2.349945882313E-01 2.184919957063E-01 7.025632008516E-01 

4095 8.970276633117E-02 2.184996917478E-01 7.027347669568E-01 

4096 -5.225224025607E-01 2.185462070065E-01 7.033301912456E-01 

 Аналогично находятся значения xi, i = 2, 3, ... , системы (39). 
На рис. 7 показано размещение в комплексной плоскости значений неизвест-

ных xi, i = 1, 2, … , 2048 бесконечной системы (39). 

 
Рис. 7. Расположение xi  БСЛАУ (39) на комплексной плоскости. 

В табл. 8 приведены результаты проверки решения расходящейся бесконеч-
ной системы (39), полученного при помощи 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма. В первой колонке 
табл. 8 указаны номера строк системы (39) , по которым проводилась проверка. Во 
второй колонке приведены значения проверяемых строк системы (39) после под-
становки найденных комплексных xi из решаемой системы (39) размерностью 
4096. В третьей колонке даны значения правой части системы (39), в четвертой – 
абсолютные погрешности, допущенные при решении системы (39) с использова-
нием 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма. 

Таблица 8. Результаты проверки решения системы (39). 
Номер 

строки, 

n 

Значение левой части системы 

Значение  

правой  

части 

Абсолютная погрешность 

1 1.001299469052E+00 i1.762678328659E-03 1 1.299469051622E-03 i1.762678328659E-03 

2 1.001615385287E+00 i1.823158910945E-03 1 1.615385286690E-03 i1.823158910945E-03 

4 1.001420584071E+00 i1.786263723479E-03 1 1.420584071188E-03 i1.786263723479E-03 

8 1.000966887833E+00 i1.224856975491E-03 1 9.668878325528E-04 i1.224856975491E-03 
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(40) 

(41) 

         Окончание табл. 8 
16 1.001094874798E+00 i1.078635879098E-03 1 1.094874797582E-03 i1.078635879098E-03 

32 1.001217090677E+00 i1.378751449401E-03 1 1.217090677040E-03 i1.378751449401E-03 

64 1.000939873348E+00 i9.321736272402E-04 1 9.398733476283E-04 i9.321736272402E-04 

128 1.001321599553E+00 i3.972567037168E-04 1 1.321599553336E-03 i3.972567037168E-04 

256 1.000792866804E+00 i1.707477617846E-03 1 7.928668038036E-04 i1.707477617846E-03 

512 1.001030405321E+00 i1.250966938645E-03 1 1.030405321258E-03 i1.250966938645E-03 

1024 1.000587637913E+00 i2.199988158475E-03 1 5.876379127570E-04 i2.199988158475E-03 

2048 1.000849453587E+00 i4.776958470371E-03 1 8.494535870614E-04 i4.776958470371E-03 

 Из табл. 8 можно заключить, что погрешности, допущенные при решении си-
стемы (39) с использованием 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма, весьма невелики (𝜀 = 10−3 − 104).  

 Некоторые другие применения 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма приведены в [1003].█ 

Этими строчками заканчивается статья [396], опубликованная в ЖВМ и МФ, в ко-

торой рассматривается “нетрадиционное” определение сходимости непрерывных дро-

бей. 

Возвращаясь к тексту приведённой статьи следует подчеркнуть, что формула         

(30) – аналитическое выражение, позволяющее представить корни алгебраического 

уравнения n-й степени через коэффициенты исходного уравнения. Если использовать 

𝑟 𝜑⁄ -алгоритм, то можно находить как действительные, так и комплексные корни алгеб-

раического уравнения степени п. Конструкция (30) была названа функцией Никипорца 

или непрерывной дробью Никипорца [975]. Таким образом, формула (30) вкупе с 𝑟 𝜑⁄ -

алгоритмом, полностью решает старинную проблему аналитической записи всех корней 

уравнений п-й степени по коэффициентам уравнения. То обстоятельство, что в формулу 

(30) входят определители бесконечно высокого порядка, не должно вызывать дополни-

тельных вопросов, ибо вычисление корня квадратного уравнения 𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 = 0 также 

связано с бесконечной вычислительной процедурой, которую можно представить отно-

шением трёхдигональных определителей: 
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В литературе по цепным дробям давно отмечено, что медленно сходящиеся и даже 

расходящиеся ряды могут быть просуммированы путём преобразования этих рядов в 

цепные дроби. 

Определим суммирование рядов через соответствующие цепные дроби. 

Определение. Степенной ряд 

......2
210  n

nxcxcxcc  

сходится к значению соответствующей этому ряду цепной дроби 

3 2 1 21 2
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n nx x xx x    
 

     
 

которая является производящей функцией, порождающей этот ряд. 

Коэффициенты соответствующей цепной дроби (41)   и степенного ряда (40)   свя-

занны соотношениями Хейлерманна-Стилтьеса [304]: 
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(42) 
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где 𝜑𝑛 и 𝜓𝑛 – определители Ганкеля: 
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Числовой ряд 

......210  ncccc  

суммируется значением цепной дроби (41) при 𝑥 = 1. 

Разнообразные алгоритмы построения так называемых соответствующих цепных 

дробей подробно рассмотрены в [1003]. 

Можно определить суммирование рядов не только через цепную дробь (41), но и 

через так называемую сопряженную цепную дробь, имеющую с цепной дробью (41) 

одни и те же значения нечетных подходящих дробей. 

Определение. Степенной ряд 
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которая является производящей функцией, порождающей этот ряд. 

Коэффициенты 𝑤𝑖
′, соответствующей цепной дроби (45) и коэффициенты   степен-

ного ряда (44) связаны соотношениями: 
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суммируется значением цепной дроби (45) при 𝑥 = 1, если ряд (47) рассматривать как 

степенной ряд (44) при 𝑥 = 1. 

Фактически, проблема сходимости рядов сведена к проблеме сходимости цепных 

дробей, то есть, по сути, к существованию двух пределов (11) и (12). При таком опреде-

лении сходимости степенных рядов область сходимости рядов совпадает с областью 

сходимости соответствующих цепных дробей. Следует подчеркнуть, что сходимость 

цепных дробей определяется не в классическом смысле, а в более общей формулировке, 

которая задается соотношениями (11) и (12), что во многих практически важных слу-

чаях приводит к расширению области сходимости цепных дробей. Например, степенной 

ряд логарифмической функции, если сходимость его определять через соответствую-

щую цепную дробь, может аппроксимировать функцию ln (1 + 𝑥) не только в единич-
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ном круге, а и на всей плоскости комплексного переменного без вырезов по отрицатель-

ной оси от −∞ до −1. 

Следует здесь особо подчеркнуть, что предлагаемый алгоритм суммирования ря-

дов весьма эффективен и применительно к сходящимся в классическом смысле рядов, 

обеспечивая более быструю сходимость. Например, суммируя через соответствующую 

цепную дробь чрезвычайно медленно сходящийся ряд для 𝑙𝑛 2, получаем существенное 

ускорение сходимости. В табл. 9 и табл. 10 приведены результаты определения значения 

𝑙𝑛 2 через ряд и цепную дробь. 

1 1 1 1
ln 2 1

2 3 4 5
       

Таблица 9. Определение значения ряда 

Число членов 

ряда 

Значение частичных 

сумм ряда 

Погрешность 

аппроксимации 

2 
10 

100 

1000 
10000 

100000 

1000000 
10000000 

100000000 

0.50000000000000 
0.64563492063492 

0.68817217931020 

0.69264743055982 
0.69309718305996 

0.69314218058498 

0.69314668056025 
0.69314713056010 

0.69314717556042 

0.19314718055994 
0.04751225992502 

0.00497500124974 

0.00049975000012 
0.00004999749998 

0.00000499997496 

0.00000049999969 
0.00000004999984 

0.00000000499952 

1 1 1 2 2 3 3
ln 2

1 2 3 2 5 2 7


      
 

Таблица 10. Определение значения цепной дроби 

Число  

звеньев 

Значение  

подходящих дробей 

Погрешность 

аппроксимации 

2 

3 
4 

5 

6 
7 

8 

9 
10 

11 

0.66666666666666 

0.70000000000000 
0.69230769230769 

 0.69333333333333 

0.69312169312169 
0.69315245478036 

0.69314641744548 

0.69314733235438 
0.69314715785304 

0.69314718496213 

0.02648051389328 

0.00685281944005 
0.00083948825225 

0.00018615277339 

0.00002548743825 
0.00000527422042 

0.00000076311446 

0.00000015179444 
0.00000002270690 

0.00000000440219 

Приведём примеры суммирования расходящихся числовых рядов через соответ-

ствующие цепные дроби. Определение значений расходящихся в классическом смысле 

соответствующих цепных дробей производилось с использованием 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма, то 

есть формул (11) и (12). 
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При помощи 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма в [971] было установлено, что непрерывная дробь 

Хессенберга (48) имеет мнимое значение: 

  

1 2! 1 3! 1 4! 1 5! 1 6! ...

1 1 2! 1 3! 1 4! 1 5! ...

0 1 1 2! 1 3! 1 4! ...

0 0 1 1 2! 1 3! ...

0 0 0 1 1 2! ...

. . . . . ...
.

1 2! 1 3! 1 4! 1 5! ... 2

1 1 2! 1 3! 1 4! ...

0 1 1 2! 1 3! ...

0 0 1 1 2! ...

. . . . ...

i



















  

Из соотношения (48), используя формулу Лапласа, выражающую числа Бернулли 

nB через определители, можно установить любопытный предел, связанный с числами 

Бернулли: 

2

1
lim

1

i

B

B

n n

n

n





. 

Как правило, непрерывные дроби неожиданны и изящны, и их можно долго рас-

сматривать, как завораживающий своими гранями кристалл. Хотелось бы надеяться, 

что и читателю созерцание их доставит удовольствие. Например, обозрение таких цеп-

ных дробей: 
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В Библиографическом указателе имеется много работ, связанных с цепными дро-

бями Рамануджана [1382-1396]. 

Более ста лет известна уникальная по красоте формула Рамануджана [500]: 
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 Можно предложить, пожалуй, более неожиданную формулу, полученную сумми-

рованием расходящейся цепной дроби [968]: 

  1 1 1 1 1 2 3 4
1 ...

...1 3 1 3 5 1 3 5 7 1 1 1 1 1 2
i

e


     

         
, 

 Нелишне обратить внимание, что суммирование с использованием 𝑟 𝜑⁄ -алгоритма 

сопряжено с выполнением достаточно больших объемов вычислений и вряд ли осуще-

ствимо без использования компьютеров. Видимо, этим и объясняется, почему метод 

суммирования “расходящихся” непрерывных дробей так запоздал со своим появлением. 

Математические факты могут быть зафиксированы не только в виде теорем, но и в 

столбцах чисел. Академик В. И. Арнольд в предисловии к книге американских матема-

тиков Р. Грехема и О. Паташника “Конкретная математика” утверждал: “Примеры учат 

не меньше, чем правила”. Он же в своей книге “Цепные дроби” [42] написал весьма 

примечательную фразу: “Математика – экспериментальная наука”. Любопытно также, 

что последняя монография выдающегося теоретика В. И. Арнольда имеет название: 

“Экспериментальное наблюдение математических фактов”[50]. 

О насущной необходимости даже для математика-теоретика пользоваться вычис-

лениями, высказывался украинский академик М. Ф. Кравчук еще в конце 30-х годов 

прошлого столетия [747]: “Мы не умеем, как следует, привить модёжи охоты до эффек-

тиных вычислений. И до сих пор имеет место “забобон”, что высшая математика не 

нуждается в вычислениях, что вычисления для неё – низкая материя, что суть высшей 

математики в абстрактных теориях. Чтение Эйлера – один из лучших воспитательных 

приёмов в преодолении этих ошибочных воззрений”. 

В последнее время вычислительный эксперимент все чаще рассматривается как 

новая технология научного поиска в разных областях знания, в том числе такой аб-

страктной, как математика. Становится очевидно: закономерности, лежащие на поверх-

ности или на относительно небольшой глубине, в основном уже обнаружены и описаны. 

Разумеется, это не касается пустопорожних теорем – все их зафиксировать на бумаге 

никогда и никому не удастся. Глубинные же связи аналитически, то есть на кончике 

пера, устанавливаются со всё большим трудом. Это хорошо понимали уже классики - 

непревзойденные аналитики, например, Эйлер, Лежандр, Гаусс, когда фундаменталь-

ные теоремы в теории чисел находили, пристально всматриваясь в числовые таблицы, 

так сказать, в экспериментальный материал, Деррик Лемер, автор популярных “ Таблиц 

простых чисел”, известный также работами по цепным дробям, писал еще в 1913 году 

[3498]: “Несмотря на утверждение некоторых выдающихся ученых, что математика - 

наука, ничего общего не имеющая с практикой, история теории чисел была в основном 

создана теми, кто следовал методам естествоиспытателей”.  

Немного о терминологии. В Библиографии имеют место как цепные, так и непре-

рывные дроби. Обычно “цепные дроби” и “непрерывные дроби” рассматриваются как 

синонимы. Например: 

Хованский А. Н. [919]: Бесконечной цепной, или непрерывной, дробью называют 

разложение 
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В книге “Непрерывные дроби и комплексные числа” [976] обсуждалась термино-

логия. Возвратимся к этому вопросу еще раз. 

(53) 

(54) 
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“Continue fraction” – непрерывная дробь, - именно так была наречена конструкция 

(54) английским математиком Джоном Валлисом в “Arithmetica infonitorium” (“Ариф-

метика бесконечных”), которая вышла в 1655 г. [5340]. Клод Брезински, известный ис-

торик математики, фиксирует этот момент [1613], отмечая не только страницу, но и 

строки (page 182, lines 5-7). И констатирует: “Thus the name “continued fraction” was in-

vented” (Таким образом, название “непрерывная дробь” было придумано). 

Как отмечается в [993], термин “Kettenbruche” – цепная дробь, появился в Герма-

нии в середине XVIII в. 

Следует здесь отметить, что российские математики вплоть до двадцатых годов 

прошлого столетия использовали в своих работах термин “непрерывные дроби”.                   

И лишь стараниями А. Я. Хинчина, кстати, активно публиковавшегося в немецких жур-

налах, “цепные дроби” получили права гражданства и, более того, существенно потес-

нили “непрерывные дроби” в сочинениях русскоязычных авторов. Надо сказать, что 

“цепные дроби” (chain fraction) вводились и в английском языке, но, похоже, термин 

остался невостребованым. 

В русской литературе, в отличие от “прочих разных шведов”, в ходу два практи-

чески равноценных термина: “цепные дроби” и “непрерывные дроби” для обозначения 

одного и того же понятия. Таков уж наш менталитет, если говорить попросту. Отдать 

предпочтения одному из этих терминов затруднительно. Некоторые преимущества име-

ются у цепных дробей. Например, не вызывает нареканий фраза: “Конечная цепная 

дробь”, что не скажешь о выражении “Конечная непрерывная дробь”. Словосочетание 

“цепная дробь” вполне определенно указывает на дискретность структуры. И все же 

главный плюс видится в другом: “цепная дробь” в написании значительно короче “не-

прерывной дроби”. 

С другой стороны, термин “непрерывные дроби” точнее соответствует духу мате-

матической конструкции (5), которая была определена, как обощенная непрерывная 

дробь. Становится очевидно: дробь вида (54) – это очень частный случай непрерывных 

дробей, которые могут иметь структуры, неизмеримо более сложные, нежели классиче-

ские цепные дроби, соответствующие линейному, то есть цепному графу. 

Учитывая бесконечное многообразие непрерывных дробей, классические непре-

рывные дроби (54) будем называть цепными дробями. Дроби других классов следует 

именовать иначе. Например, “непрерывные дроби Хессенберга”, “ветвящиеся непрерыв-

ные дроби”, “восходящие непрерывные дроби” и т.д. Несомненно, время от времени бу-

дут появляться и вводиться в научный оборот непрерывные дроби новых классов. Опре-

деляя выражение (54) как “цепную дробь”, мы тем самым выделяем классические не-

прерывные дроби из множества непрерывных дробей, задаваемых графом той или иной 

структуры. Кроме того, к упорядочению терминологии влекут некоторые соображения 

из сферы изящной словесности. Ведь “цепь” прочно связывается в сознании с линейным 

объектом. При неумеренном воображении “ветвящаяся цепь” может представиться, но 

все же вместо “Ветвящихся цепных дробей” лучше употреблять словосочетание: “Вет-

вящиеся непрерывные дроби”. 

Возвратимся, однако, к “Библиографическому указателю”. Имея перед собой свод 

свыше пяти с половиной тысяч публикаций, можно придаться и невесёлым размышле-

ниям: не захлёстывает ли человечество лавина информации? А если ознакомиться со 

статьёй известного российского математика академика И. Р. Шафаревича “О некоторых 

тенденциях развития математики”, то совсем станет грустно. И. Р. Шафаревич пишет: 

“Не имея цели, математика не может выработать и представления о своей форме, ей 

остается в качестве идеала ничем не регулируемый рост, а вернее, расширение по всем 

направлениям”. И намечает путь к спасению: “В наше время, как ни разнообразны и 

глубоки приложения математики, отнюдь не под их влиянием возникли ее самые пре-
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красные достижения. Как же можно тогда ожидать, что приложения математики дадут 

ей эту цель, которую она не смогла найти своими внутренними силами? Трудно пред-

ставить себе, как это может произойти. Но еще труднее вообразить, как математика смо-

жет вечно развиваться, не зная, ни что, ни зачем она изучает. Да уже в следующем по-

колении она погибнет, захлестнутая потоком публикаций”. 

 “С другой стороны, – размышляет И. Р. Шафаревич, – в принципе такое решение 

возможно – это доказано историей. Обратившись к той эпохе, когда математика толь-

ко возникала, мы увидим, что тогда она знала свою цель и получила она ее именно на 

этом пути. Математика сложилась как наука в VI в. до Р. Х. в религиозном союзе пи-

фагорейцев и была частью их религии. Она имела ясную цель – это был путь слияния с 

божеством через постижение гармонии мира, выраженной в гармонии чисел”.  

 Кстати, работы А. З. Никипорца и А. П. Стахова о которых будет идти речь в не-

большом, заключительном разделе книги, названном “Из истории непрерывных дро-

бей”, взывают к гармонии. Достаточно привести названия их некоторых работ: “Трой-

ственность в математике” [933], “Математика Гармонии как новое междисциплинарное 

направление современной науки” [783]. 

 Мысль, что красота спасёт мир, задолго до И. Р. Шафаревича высказал В. М. До-

стоевский, хотя и он не был первым в этом откровении. Однако мы можем слова клас-

сика обратить к нашему случаю и трактовать их следующим образом: именно красота и 

гармония спасут нас и наших отдалённых потомков от затоваривания математическими 

шедеврами. В том, что вал математической продукции будет нарастать, думается, ни-

чего страшного нет. 

 Джордж Бейкер и Питер Грейвс-Моррис заключили предисловие к своей книге 

“Аппроксимации Паде” [69], можно сказать, расчувствованно: “И последнее, - вся книга 

пронизана безграничной верой в силу метода аппроксимаций Паде”. Столь же проник-

новенные признания мы могли бы обратить и в адрес многоуважаемых непрерывных 

дробей, явивших миру свои воистину фантастические возможности. Но, похоже, непре-

рывные дроби в наших с вами признаниях не нуждаются. 

В библиографии Брезински, как уже отмечалось, упомянуты работы, вышедшие в 

свет до 1940 г. Предлагаемый список содержит сведения и о более поздних публика-

циях, включая исследования новейших авторов. Н. В. Гоголю принадлежит описание 

поразительного феномена, входящего в противоречие с классической теорией стоимо-

сти: название предмета случается дороже самого предмета. 

Этими наблюдениями классика во дни сомнений и тягостных раздумий могут уте-

шиться составители Библиографий. 

 

 

г. Таганрог, 

10 октября 2016 г.      В. И. Шмойлов
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tion.-Dzexo cëpu, 1978, 19, № 12, 1193-1195. 

2657. Hamahata  Y. Continued Fractions and Dedekind Sums for Function Fields. // 

Springer Proceedings in Mathematics and Statistics, Volume 43, 2013, Pages 187-197. 

2658. Hamburger  H. Beitrage zur konvergenztheorie der Stieltjes’schen Kettenbruche.- 

Math. Z., 4 (1919), 186-222. 

2659. Hamburger  H. Ueber die Konvergenz eines mit einer Potenzreihe assoziierten Ket-

tenbruchs.- Math. Ann., 81 (1920), 31-45. 

2660. Hamburger  H. Über eine Erwiterung des Stieltjesschen Momentproblems. Parts I, II, 

III. Math. Ann., 81:235-319, 1920, 82:120-164, 1921, 82:168-187, 1921. 

2661. Hamel  G. Uber einen limitarperiodischen Kettenbruch.- Arch. J. Math. u Phys., 27 

(1918), pp. 37-43. 

2662. Hamilton W. B. On continued fractions in quaternios.- Phil. Mag. set. 4. 3 (1852), 

371-373; 4(1852), 303; 5(1853), 117-118; 5(1853), 236-238; 5(1853), 321-326. 



 

 

 

 

 БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

168 

2663. Hamilton  W. B. On the connection of quaternions with continued fractions and quad-

ratice equations.- Proc. Royal Irish Acad., 5 (1853), 219-221, 299-301. 

2664. Hammond W. F. Continued Fractions and the Euclidian Algorithm. // University at 

Albany. Albany, Lecture – 1997. 

2665. Han D. The Majorant method and convergence for solving non-differentiable equations 

in Banach space. // Appl. Math. and Comp. 2001. Vol 118. No. 1. P 73-82. 

2666. Han G. N. Hankel continued fraction and its applications. // Advances in Mathematics, 

Volume 303, 2016, Pages 295-321. 

2667. Hančl  J. Linear independence of continued fractions. // (2002) J. Théor. Nombres Bor-

deaux, 14, pp. 489-495. 

2668. Hančl  J., Matala -aho T., Pulcerová  S. Continued fractional measure of irrational-

ity. // Kyoto J. Math., Volume 50, Number 1 (2010), 33-40. [Online] URL: http://pro-

jecteuclid.org/euclid.kjm/1271187736 (Date of access 23.09.2016). 

2669. Hanč l  J., Leinonen M., Leppälä  K., Matala -aho  T. Explicit irrationality 

measures for continued fractions. // Journal of Number Theory. 2012. Vol. 132. № 8.  

P. 1758-1769. 

2670. Hanč l  J. et. al. On the metric theory of p-adic continued fractions. // Indagationes 

Mathematicae. – 2013. – Vol. 24. – No. 1. – P. 42 – 56. 

2671. Hančl  J., Leppälä  K. Irrationality measures for continued fractions with arithmetic 

functions. // Publications de l'Institut Mathematique, Volume 97, Issue 111, 2015, Pages 

139-147. [Online] URL: http://www.doiserbia.nb.rs/img/doi/0350-1302/2015/0350-

1302151 1139H.pdf (Date of access 22.09.2016). 

2672. Hančl  J., Leppälä  K., Mata la -aho T., Törmä  T. On irrationality exponents of gen-

eralized continued fractions. // Journal of Number Theory, Volume 151, June 2015, 

Pages 18-35. 

2673. Hančl  J.,  Haddley A.,  Ler tchoosakul  P.,  Nair  R. Quantitative metric theory of 

continued fractions. // Proceedings of the Indian Academy of Sciences: Mathematical 

Sciences, Volume 126, Issue 2,  May 2016, Pages 167-177. 

2674. Hänggi  P., Rösel  F., Trautmann D. Continued Fraction Expansions in Scattering 

Theory and Statistical Non-Equilibrium Mechanics. // Zeitschrift fur Naturforschung - 

Section A Journal of Physical Sciences, Volume 33, Issue 4, 1978, Pages 402-417. 

2675. Hänggi  P. Error Bounds of Continued Fractions for Complex Transport Coefficients 

and Spectral Functions. // Zeitschrift fur Naturforschung - Section A Journal of Physical 

Sciences, Volume 33, Issue 11, November 1978, Pages 1380-1382. 

2676. Hänggi  P., Roese l  F., Trautmann D. Evaluation of infinite series by use of contin-

ued fraction expansions: A numerical study. // Journal of Computational Physics, Vol-

ume 37, Issue 2, September 1980, Pages 242-258.  

2677. Hankel  H. Über die Transformation von Reihen in Kettenbruche.- Z. Math. Phys.,        

7 (1862), 338-343. 

2678. Hanschke  T. Markov Chains and Generalized Continued Fractions. // Journal of Ap-

plied Probability, Vol. 29, No. 4 (Dec., 1992), pp. 838-849. 

2679. Hanschke  T. A matrix continued fraction algorithm for the multiserver repeated order 

queue. // Mathematical and Computer Modelling, (1999). 30, 159-170. 

2680. Hansen H. Eryanzungssatze zu Perrons Lehrbuch der Kettenbruchtheorie.- Disserta-

tion, Kiel, 1922. 

2681. Hanson E., Merberg A., Towse C., Yudovina  E. Generalized continued fractions 

and orbits under the action of Hecke triangle groups. // Acta Arithmetica, Volume 134, 



 

 

 

 

 БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ  

 
169 

Issue 4, 2008, Pages 337-348. 

2682. Hanus P., Urbański  M. Complex continued fractions with restricted entries. // Elec-

tronic Journal of Differential Equations, Volume 1998, October 1998, Pages 1-9. 

[Online] URL: http://ejde.math.txstate.edu/Volumes/1998/27/Hanus.pdf (Date of        

access 1.10.2016). 

2683. Hardcastle  D. M., Khanin  K. On almost everywhere strong convergence of multi-

dimensional continued fraction algorithms. // Ergodic Theory and Dynamical Systems. 

2000. Vol. 20. № 6. P. 1711-1733. 

2684. Hardcastle  D. M., Khanin К. Continued fractions and the d-dimensional Gauss 

transformation. // HP Laboratories Technical Report. 2000. T. BRIMS. № 15. 

2685. Hardcastle  D. M., Khanin K. Continued fractions and the d-dimensional Gauss 

transformation. // Communications in Mathematical Physics. 2001. Vol. 215. № 3.        

P. 487-515. 

2686. Hardy G. H. Ramanujan.- Chelsea Publ. Co., New-York, 1940. 

2687. Hardy G. H. Devirgent series.- Oxford, 1949. 

2688. Hardy G. H. Ramanujan: Twelve lectures on subjects suggested by his life and works.- 

New York, chelsea Publ. Co, 1959, 236 pp. 

2689. Hargreaves  R. On the errors of principal and subsidiary convergents to a continued 

fraction.- Mess. Math., 27 (1898), 152-158. 

2690. Harman G., Wong K. C. A note on the metrical theory of continued fractions. // Amer. 

Math. Monthly, 107 (2000), pp. 834-837. 

2691. Hart ley H. O., Pfaffenberger  R. C. Quadratic forms in order statistics used as good-

ness-offit criteria. // Biometrika. 1972. Vol. 59. № 3. P. 605. 

2692. Hartono  Y., Kraa ikamp C., Schweiger  F. Algebraic and ergodic properties of a 

new continued fraction algorithm with non-decreasing partial quotients. J. Théor. Nom-

bres Bordeaux 14 (2), 497-516 (2002). 

2693. Hartono  Y. Ergodic Properties of Continued Fraction Algorithms, DUP Science, 

Delft, 2002. 

2694. Hartono  Y. Ergodic properties of continued fraction algorithms. 2004. 

2695. Hartono  Y., Kraa ikamp C. Tong′s spectrum for semi-regular continued fraction ex-

pansions. Far East J. Math. Sci. (FJMS) 13 (2004), no. 2, 137-165. 

2696. Hashimoto  R. Ankeny–Artin–Chowla Conjecture and Continued Fraction Expansion. 

// Journal of Number Theory, Volume 90, Issue 1, September 2001, Pages 143-153. 

[Online] URL: http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0022314X01926526 

(Date of access 17.09.2016). 

2697. Hashimoto  R. Searching discriminants with large fundamental units via continued 

fraction expansion. // AIP Conference Proceedings, Volume 1385, 2011, Pages 38-41. 

2698. Hat tendor ff  K. Einleitung in die Lehre von den Determinanten.- Hannover, 1872. 

2699. Hat tendor ff  K. Algebraische Analysis.- Hannover, 1877. 

2700. Hat tor i  K., Hattor i  T., Watanabe  H. Block spin approach to the singularity prop-

erties of the continued fractions. // Comm. Math. Phys., Volume 115, Number 1 (1988), 

Pages 31-48. [Online] URL: http://projecteuclid.org/download/pdf_1/euclid.cmp/1104 

160848 (Date of access 23.09.2016). 

2701. Hauto t  A. Convergence acceleration of continued fractions of Poincare's type. // Appl. 

Numer. Math. 4 (1988) 309-322. 

2702. Hawkins  T. Continued fractions and the origins of the Perron-Frobenius theorem.        



 

 

 

 

 БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

170 

// Archive for histore of exact sciences. – 2008. – Vol. 63. – No. 6. – P. 655 – 717. 

2703. Hayashi  T. Expressions de atng n
 et ancot  sous forme de continuants.- Nouv. Ann. 

Math., (4) 2 (19020, 496-499. 

2704. Hayden T. L. Some convergence regions for continued fractions. Math. Z., 1962, 79, 

№ 4, 376- 380. 

2705. Hayden T. L. A convergence problem for continued fractions.- Pros. Amer. Math. 

Soc., 1963, 14, 546-552. 

2706. Hayden T. L. Remainder for continued fractions. Math. Res. Center, U.S. Army Univ. 

Wiss. Techn. Summary Rept. № 429. Madison Wiss, 1963, 12pp. 

2707. Hayden T. L. Continued Fraction Approximation to function.- Num. Math., 1965, 7, 

№ 4, p. 292-309. 

2708. Hayden T. L., Merkes E. P. On Classes of Univalent Continued Fractions. // Pro-

ceedings of the American Mathematical Society, Volume. 16, Issue 2 (Apr., 1965),     

pp. 252-257. 

2709. Hayden T. L. Continued fractions in Banach spaces.- Rocky Mountain J. Math., 1974, 

v.4, p. 367-370. 

2710. Haydock R., Nex C. M. M., Wexler  G. Vector continued fractions using a general-

ized inverse. // Journal of Physics A: Mathematical and General. 2004. Vol. 37. № 1.  

P. 161-172. 

2711. Hayn R., Lo mbardo  P., Matho K. Spectral density of the Hubbard model by the 

continued fraction method. // Physical Review B - Condensed Matter and Materials 

Physics, Volume 74, Issue 20, 2006, Article number 205124. 

2712. Haynes A. K., Vaaler  J. D. Martingale differences and the metric theory of continued 

fractions. // Illinois J. Math.,Volume 52, Number 1 (2008), 213-242. [Online] URL: 

http://projecteuclid.org/euclid.ijm/1242414129 (Date of access 23.09.2016). 

2713. Hazewinkel  M. Experimental mathematios.- Math.Modell, 1985, 6, № 1, 175-211. 

2714. Hbaib  M., Mkaouar  M., Tounsi  K. Un critére de transcendance de fractions contin-

ues dans 𝐾𝑝((𝑋−1)). Journal of Number Theory, Vol. 116, Iss. 1, January 2006, Pages 

140-149. [Online] URL: http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0022314 

X05000855 (Date of access 19.09.2016). 

2715. Hbaib  M., Jel lal i  M. On the quadratic continued fractions over FQ(x). // Communi-

cations in Algebra, Volume 38, Issue 9, 2010, Pages 3181-3186. 

2716. Hbaib  M., Kammoun R. Continued β-fractions with formal power series over finit-

fields. // Ramanujan Journal, Volume 39, Issue 1, January 2016, Pages 95-105. 

2717. Heading J. The value of   and the old testament.- Nature, 1959, 184, № 4676, 78. 

2718. Heers ink B., Vandehey J. Continued fraction normality is not preserved along arith-

metic progressions. // Archiv der Mathematik, February 2016, Pages 1-8. 

2719. Hegenberg F. A. Handbibliothek der reinen, höheren und niederen Mathematik.-          

C. Scheld, Baltimore, 1837. 

2720. Hehl  M. E. Calculo de logarithmos através de fractes continuas.- Ciencia a cultura, 

1977, 29, № 6, 672-675. 

2721. Hei lbronn H. On the avarage length of a class of finite continued fractions.- Number 

Theory and Analysis, New York, 1969, 87-96. 

2722. Hei lermann  J. B. H. De transformatione serierum in fractiones continuas.- Diss. Mun-

ster (1845). 



 

 

 

 

 БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ  

 
171 

2723. Hei lermann  J. В. H. Über die Verwandlung der Reihen in Kettenbrüche, J. Reine 

Angew. Math. 33 (1846), 174-188. 

2724. Hei lermann J. B. H. Ueber die Verwandlung der Kettenbruche in Reihen.- J. Rein 

Angew Math., 46 (1853), 88-95. 

2725. Heine E. Auszug eines Schreibens uber Kettenbruche von Herrn E. Heine an den Her-

ausgeber.- J. Reine Angew. Math., 56 (1859), 79-99. 

2726. Hei lermann J. B. H. Zusammenhany under den Koeffizienten zweier gleicher Ket-

tenbruche von verschiedener Form.- Z. Math. und Phys., 5 (1860), 362-363. 

2727. Heine E. Verwandlung von Reihen in Kettenbruche- J. Reine Angew. Math., 32 

(1846), pp. 205-209. 

2728. Heine E. Ueber die Reihe
  
  

    
    

...
1111

1111

11

11
1 2

12

11
















x
qqqq

qqqq
x

qq

qq








.-J. 

Reine Angew. Math., 32 (1846), 210-212. 

2729. Heine E. Ueber die Zahler und Nenner der Naherungswerthe von Kettenbruchen.- J. 

Reine Angew. Math., 57 (1860), 231-247. 

2730. Heine E. Ueber Kettenbruche.- Monat. der K. preussischen Akad. Wiss. Berlin, 1866, 

pp. 436-451. 

2731. Heine E. Mittheilung uber Kettenbruche.- Auszung aus dem Monat., u.s.w. J. Reine 

Angew. Math., 67, 1867, 315-326. 

2732. Heinhold  J. Oskar Perron.- Jahrbuch Überblicke Math., 1980, 121-139. 

2733. Heinr ich L. Rates of converence in stable liit theorems for sums of exponentially        

φ-mixing random variables with an application to metric theory of continued fractions. 

– Math. Nachr. 131 (1987) 149 – 165. 

2734. Hekrdla  J. On the use of continued fraction filter structures for the design of 2-D dig-

ital filters. // Signal Processing, Volume 7, Issue 3, December 1984, Pages 321-331. 

2735. Hel lbronn. On the average length of a class of finite continued fractions. – in Ab-

handlungen aus Zahlentheorie und Analysis, Berlin, VEB, 1968, pp. 89 – 96. 

2736. Hel ler  R. Some convergence theorems for continued fractions.- Proc. Amer. Math. 

Soc., 1960, 11, № 5, 805-811. 

2737. Hel ler  R., Roach F. A. A generalization of a classial necessary condition for conver-

gence of continued fraction.- Facif. J. Math., 1981, 95, № 2, 307-310. [Online]          

URL: http://projecteuclid.org/download/pdf_1/euclid.pjm/1102735071 (Date of access 

23.09.2016). 

2738. Hel linger  E., Toepli tz  O. Zur Einordnung der Kettenbruchtheorie in die Theorie der 

quadratischen Formen von unendlichvielen Veranderlichen.- J. Reine Angew. Math., 

144 (1914), 212-238, 318. 

2739. Hel linger  E. Zur Stieltjesschen Kettenbruchtheorie. Math. Ann., 86 (1922), 18-29. 

2740. Hel linger  E., Wall  H. S. Contributions to the analitic theory of continued fractions 

and infinite matrices.- Ann. of Math., (2), 1943, v.44, p. 103-127. 

2741. Hemdaoui  M., Amzi l  M. Convergence of vectorial continued fractions related to the 

spectral seminorm. // Journal of Inequalities and Applications, Volume 2008, 2008, Ar-

ticle number 768105. 

2742. Hendriksen F., Rossum H. Orthogonal Laurent polynomials.- Proc. Kon. Ned. 

Akad. Wetensch., 1986, A89, № 1, 17-36. 

2743. Hendriksen F., Njastad  O. Positive multipoinnt Pade continued fractions.- Proc. 

Edinburg Math. Soc., 1989, 32, № 2, 261-269. 



 

 

 

 

 БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

172 

2744. Hendy M. D. Applications of a continued fraction algorithm to some class member 

problems.- Math. Comput., 1974, 28, № 125, 267-277. 

2745. Henrici  P. The quotient-difference algorithm.-Nat. Bur. Standards. Appl. Math. Ser., 

1958. 49, 23-46.  

2746. Henrici  P. Errata: bounds for eigenvalues of certain tridiagonal matrices.- J. Soc. In-

dustr. and Appl. Math., 1964, 12, № 2, 497. 

2747. Henrici  P., Watkins  B. O. Finding zeros of polynomial by the QD-algorithm.- 

Comm. ACM. 1965, v. 8. p. 570-574. 

2748. Henric i  P., Pfluger  P . Truncation error estimates for Stieltjes fractions. Numer. 

Math., 1966, 9, № 2, 120-138. 

2749. Henrici  P., Thron W. J. Numerical stability in evaluating continued fractions.- Math. 

Comp. 28, 1974, p. 795-810. 

2750. Henrici  Р. Applied and Computational Complex Analysis. // Vol. 1. Power Series-

Integration- Conformal Mapping-Location of Zeros. - New York-London-Sydney-To-

ronto: A Wiley- Interscience publication, 1974. - XV+682 p. 

2751. Henrici  P. Einige Anwendungen der kreisscheibnarithmetik in der Kettenbruchtheo-

rie.- Lect. Notes Comput. Sci., 1975, 29, 19-30. 

2752. Henrici  P. Applied and Computational Complex Analisis. // Volume. 2. Special Func-

tions, Integral Transforms, Assymptotics and Continued Fractions.- New York: Wiley, 

1977. -662 p. 

2753. Henrici  P. Topics in computational complex analysis. II. New developments concern-

ing the qoutients-difference algorithms.- Comput. Aspects Complex Anal. Proc. HATO 

Adv. Study Inst. Braunlage, Harz, July- Aug., 1982, Dordrecht, 1983, 149-168. 

2754. Henry C. Sur une valeur approchee de √2  et sur deux approximations de √3.- Bull. 

Sc. Math., 14 (1879), 515-520. 

2755. Hensel  K. Theorie der algebrischen Zahlen.- Leipzig, 1908. 

2756. Hensley D. Simple continued fractions and special relativity.- Proc. Amer. Math. Soc., 

1977, 67, № 2, 219-220. 

2757. Hensley D. The Hausdorff dimensions of some continued fraction Cantor sets.- J. 

Num. Theory, 1989, 33, № 2, 182-198. 

2758. Hensley D. The largest dight in the continued fraction expansion of a rational num-

ber.- Pacif. J. Math., 1991, 151, № 2, 237-255. [Online] URL: http://projecteu-

clid.org/euclid.pjm/1102637080 (Date of access 23.09.2016). 

2759. Hensley D. Continued fraction Cantor sets, Hausdorff dimension, and functional anal-

ysis. //  Number Theory 40 (1992) 336-358. 

2760. Hensley D. The Number of steps in the Euclidean Algorithm. – J. of Number Theory, 

r. 49, 1994, pp. 142 – 182. 

2761. Hensley D. A polynomial time algorithm for the Hausdorff dimension of continued 

fraction Cantor sets, J. Number Theory, 58 (1) (1996), 9-45. 

2762. Hensley D. The statistics of the continued fraction digit sum. – Pacific J. Math. 192 

(2000) 103 – 120. 

2763. Hensley D. The Hurwitz complex continued fraction. // Preprint 2006. [Online]       

URL: http://www.math.tamu.edu/~doug.hensley/SanAntonioShort.pdf (Date of access 

22.09.2016). 

2764. Hensley D. Continued Fractions. – World Scientific, 2006, pp. 67 – 98. 

2765. Hensley D. Continued fractions. – Hackesack. NY: World Scientific, 2006. –             

Vol. 20. – 245 p. 

2766. Hensley D. Continued fractions, Cantor sets, hausdorff dimension, and transfer oper-



 

 

 

 

 БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ  

 
173 

ators and their analytic extension. // Discrete and Continuous Dynamical Systems, Vol-

ume 32, Issue 7, July 2012, Pages 2417-2436. 

2767. Hermann J. A.  Continued fraction theory of transitions within three-level atoms. // 

Physics Letters A, Volume 65, Issue 1, February 1978, Pages 16-18. 

2768. Hermes J. Rechenschema fur die Verwandlung einer Quadratwurzel in einen Ket-

tenbruch.- Arch. Math. Phys. 65 (1880), 438-443. 

2769. Hermite  C. Sur une extension donnee a theorie des fractions continues par Tcheby-

chev.- J. Reine Angew. Math., 88 (1879),10-16. 

2770. Hermite  C. Sur la deneralisation des fractions continues algebriques.- Annali di Mat., 

ser. 2, 21 (1893), 289-308. 

2771. Hermite  Ch. Sur la généralisation des fractions continues algebriques, Oeuvres t. IV, 

Gauthier Villars, Paris, 1893, pp. 357-377. 

2772. Hermite  C., Fuces L. Sur un developpement en fraction continue.- Acta Math., 4 

(1884), 89-92. 

2773. Hermite  C. Sur la theorie des fractions continues.- Bull. Sc. Math., (2), 9 (1885),         

pp. 11-13. 

2774. Hermite  C. Sulle frazioni continue.- Le Matematiche pura ed applicate, 1 (1901), 1-2. 

2775. Hermite  Ch. Correspondance dâ Hermite et de Stieltjes. T. II, lettres 232, 238, 408. 

Gauthier-Villars, Paris, 1905. 

2776. Hermite  Ch., Let tres  de M. Ch. Hermite á M. Jacobi sur differents objets de la the-

orie des nombres. // J. Reine Angew. Math. 1850, Bd. 40, S. 261-315. // Oeuvres, T. I, 

Paris: Gauther-Villares, 1905, p. 100-163. // Opuscule Mathematica de Jacobi, v. II. 

2777. Hernández  E., Commeford  K., Pérez -Quiles  M. J. Matlab gui for computing 

Bessel functions using continued fractions algorithm. // Revista Brasileira de Ensino de 

Fisica. 2011. Vol. 33. № 1. P. 1303. 

2778. Hernandez  M. B., Rodr iguez  F. C., Guadalupe  J. J., Lagomasino  G. L. Con-

vergence rate of Pade-type approximants for Stieltjes functions. // Journal of Computa-

tional and Applied Mathematics. 1998. Vol. 99. № 1-2. P. 47-53. 

2779. Herrn D., Stern S., Gött ingen  Z. Theorie Der Kettenbrüche Und Ihre Anwendung. 

// Journal fur die Reine und Angewandte Mathematik, Volume 1833, Issue 10, 1833, 

Pages 1-22. 

2780. Hersche l J. F. W. A collection of examples of the applications of calculus of finite 

differences.- J. Smith, Cambridge, 1820. 

2781. Herz A. The Fibonacci numbers.- Pentagon, 1981, 41, № 1, 12-26. 

2782. Herzog  F., Bissinger  B. H. A generalization of Borel’s and F. Bernstein’s theorems 

on continued fractions. // Duke Math. J., Volume 12, Number 2 (1945), 325-334. 

2783. Herzog  F., Bissinger  B. H. A Cantor function constructed by continued fractions. // 

Bull. Amer. Math. Soc., Volume 53, Number 2 (1947), Pages 104-115. [Online]                      

URL: http://projecteuclid.org/download/pdf_1/euclid.bams/1183510401 (Date of ac-

cess 22.09.2016). 

2784. Herzog F. On the continued fractions of conjugate quadratic irrationalities.- Can. 

Math. Bull., 1980, 23, № 2, 199-206. 

2785. Hess S. On Nonlocal Constitutive Relations, Continued Fraction Expansion for the 

Wave Vector Dependent Diffusion Coefficien. // Zeitschrift fur Naturforschung - Sec-

tion A Journal of Physical Sciences, Volume 32, Issue 7, July 1977, Pages 678-684. 

2786. Hessami  P. K., Hessami  P. T. On a continued fraction expansion for Euler’s cons-



 

 

 

 

 БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

174 

tant. // Journal of Number Theory. 2013. Vol. 133. № 2. P. 769-786. 

2787. Hessenberg G. Kettentheorie und Wohlordnung.- J. Math. Berlin, 135 (1908),                

pp. 81-133. 

2788. Hessenberg G. Transzendenz von e u  .- Teubner, Leipzig, 1912. 

2789. Hetyei  G. Hurwitzian continued fractions containing a repeated constant and an arith-

metic progression. // SIAM Journal on Discrete Mathematics, Volume 28, Issue 2, 2014, 

Pages 962-985. 

2790. Heuchamps  E. Sur des suites tres generales qui se developpment confortment a la loi 

de formation des redutes d’une fraction continue.- Mathesis,45(1931). supp. 1-15; 47 

(1933), 233-240. 

2791. Heun K. Ueber lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung derem Losungen 

durch den Kettenbruchalgorithmus verknupft sind.- Habilitationsschrift, 1881. 

2792. Heun K. Integration regularer linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung durch 

die Kettenbruchentwickelung von gansen Abel’schen Integrulen dritter Gattung.- Math. 

Ann., 30 (1887), 553-560. 

2793. Heymann W. Uber Kettenfunktionen.- Z. Math. Phys., 39 (1894), 321-354. 

2794. Heywor th M. R. Continued fractions in a search for odd perfect numbers.- N. Z. Math. 

Mag., 1982, 19, № 2, 63-69. 

2795. Hickerson D. R. Continued fractions and density results for Dedekind sums.- J. rei-

ne and angew. Math., 1970, 290, 113-116. 

2796. Hickerson D. R. Length of period simple continued fraction expansion of √𝐷. // Pa-

cific J. Math., Volume 46, Number 2 (1973), 429-432. [Online] URL: http://projecteu-

clid.org/download/pdf_1/euclid.pjm/1102946318 (Date of access 23.09.2016). 

2797. Hida T. Ducci sequences of triples and continued fractions. // Journal of Difference 

Equations and Applications, Volume 22, Issue 3, March 2016, Pages 411-427. 

2798. Higham N. J. Accuracy and stability of numerical algorithms. // Philadelphia: SIAM, 

2002. - 680 p. 

2799. Hildebrand  F. B. Introduction to numerical analysis.- NY-Toronto-London, 1956. 

2800. Hil l  C. Problema analyticum maximi momenti.- J.Reine Angew.Math., 16 (1837), 95. 

2801. Hil l  L. T. Continued fractions and their application to topics in number-theory. 1973. 

2802. Hil lam K. L. Some convergence criterian for continued fractions.- Doct. diss., Univ. 

Colorado. 51 pp., 1962; Dissert. Abstr., 23, N10, 1963. 

2803. Hil lam K. L., Thron W. J. A general convergence criterion for continued fractions 

 nn baK / .-Proc. Amer. Math. Soc., 1965, 16, N6, 1256-1262. 

2804. Hil lebrecht  H. Ueber eine aus Kettenbruchentwicklungen abgeleitete Reihe zur 

Berechnung von Quadratwurzeln.- In ”Festschrift zur Einweihung des neuen Anstalts-

gebandes (Realgymnasium) zu Remscheid”, 1902, 92-94. 

2805. Hil lman A. P., Alexanderson G. L. A motivation for continued fractions.- 

Fibonacci Quart., 1964, 2, № 2, 145-148. 

2806. Hirsch M. Beispielen aus der Buchstabenrechnung und Algebra.- Dunker und Hum-

blot, Berlin, 1832. 

2807. Hirschhorn M. D. Partitions and Ramanujan's continued fraction.- Duke Math.             

J., 1972, 39, № 4, 789-791. 

2808. Hirschhorn M. D. A continued fraction of Carlitz.- Duke Math. I., 1973, 40, No. 1, 



 

 

 

 

 БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ  

 
175 

pp. 77-80. 

2809. Hirschhorn M. D. A continued fraction. // Duke Math. J., 41 (1974), pp. 27-33. 

2810. Hirschhorn  M. D. A continued fraction of Ramanujan.- J. Austral. Math. Soc., 1980, 

A29, № 1, 80-86. 

2811. Hirschhorn M. D. On the expansion of Ramanujan's continued fraction. // The Ra-

manujan Journal. 1998. Vol. 2. № 4. P. 521-527. 

2812. Hirschhorn M. D. On the expansion of a continued fraction of Gordon. // The Rama-

nujan Journal. 2001. Vol. 5. № 4. P. 369-375. 

2813. Hirsh J., Washington L. C. P-adic continued fractions. // Ramanujan Journal, Vol-

ume 25, Issue 3, August 2011, Pages 389-403. 

2814. Hirst  K. E. A problem in the fractional dinension theory of continued fractions.- Quart. 

J. Math., 1970, 21, № 81, 29-35. 

2815. Hirst  K. E. A square root algorithm giving periodic sequences.- J. London Math. Soc., 

1972, 6, № 1, 56-60. 

2816. Hirst  K. E. The length of periodic continued fractions.- Monatsh. Math., 1972, 76,      

№ 5, pp. 429-435. 

2817. Hirst  K. E. Continued fractions with sequences quotients.- Proc. Amer. Math. Soc., 

1973, 38, N2, 221-227. 

2818. Hirst  K. E. Continued fractions.- Math. Spectrum, 1982-1983, 15, № 2, 36-44. 

2819. Hitotumatu S. On the numerical computation of Bessel functions through continued 

fraction.- Comment. Math. Univ. St. Pauli. 1967, N2, 89-113. 

2820. Hitz  R. G. Concerning continued fractions. 1972. 

2821. Hladun V. R.  Some Sets of Relative Stability Under Perturbations of Branched Con-

tinued Fractions with Complex Elements and a Variable Number of Branches. // Journal 

of Mathematical Sciences (United States), Volume 215, Issue 1, May 2016, P. 11-25. 

2822. Hlavka  J. L. Results on sums of continued fractions.- Trans. Amer. Math. Soc., 1975, 

211, pp. 121-134. 

2823. Hoblyk  V. V., Hoblyk  N. M. The modeling of antena arrays by branched continual 

fractions. // Int. conf. “Antenna theory and techniques”. - Kyiv. - 2005. - P. 234-237. 

2824. Hockman M. Continued fractions and the geometric decomposition of modular trans-

formations. // Quaestiones Mathematicae, Vol. 29, Iss. 4, December 2006, P. 427-446. 

2825. Hockman M., Rensburg R. V. Simple continued fractions and cutting sequences. // 

Quaestiones Mathematicae, Volume 36, Issue 3, 2013, Pages 437-448. 
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1. Ветвящиеся непрерывные дроби  

В. Я. Скоробогатько (18.07.1927 – 5.07.1996)  начал 

предисловие к своей одной из последних книг “Дивлюсь 

на світ як математик” [747] такими словами: “Людина 

завжди прагнула пізнати світ у всій його повноті, 

відкрити загальні закономірності, а не блукати серед 

частковостей. Ця властивість характерна не тільки для 

філософії як загальної науки, а й для інших галузей знань 

і, в першу чергу, для математики”. 

Не знаем, как в философии, но в математике дар от-

крывать “загальні закономірності” чрезвычайно редок. 

Как показывает практика, многие специалисты пре-

красно обходятся без этого дара, устраивая со временем 

свою научную карьеру наилучшим образом. Такое положение вещей иногда искренне 

возмущало В. Я. Скоробогатько, но он тут же осознавал абсурдность своих сетований и 

все кончалось острой шуткой. 

Ветвящиеся цепные дроби, как математический аппарат, сформировались в рабо-

тах львовского профессора Виталия Яковлевича Скоробогатько и его учеников во вто-

рой половине шестидесятых годов [735, 738, 147]. Достаточно полный свод достижений 

в теории ветвящихся цепных дробей можно найти в обзорной статье [131]. 

В. Я. Скоробогатько охотно вспоминал, как он пришел к ветвящимся цепным дробям. 

Об этом он рассказывал на лекциях и семинарах, на страницах своих книг. В свое время дове-

лось множество раз вести беседы с Виталием Яковлевичем Скоробогатько о ветвящихся цеп-

ных дробях. И всякий раз разговор вращался вокруг одних и тех же материй: ветвящиеся цеп-

ные дроби идеально приспособлены для адекватного описания в пространственно-временном 

отношении ветвящихся процессов, коими так богата природа. А посему – ветвящимся цепным 

дробям уготована на веки вечные завидная судьба, – они всегда будут востребованы. На наив-

ный вопрос: как случилось, что, казалось бы, лежащие на поверхности ветвящиеся цепные 

дроби ускользали от внимания великих и даже величайших учёных XVIII-XX веков,                    

В. Я. Скоробогатько обычно отвечал: “Раньше жизнь была размеренной и неторопливой. Это 

в двадцатом веке люди постоянно слышат о цепных ядерных реакциях”. 

В предисловии к своей монографии “Теория ветвящихся цепных дробей и её применение 

в вычислительной математике”, вышедшей в издательстве “Наука” в 1983 г. [745] В. Я. Ско-

робогатько отмечал, что “из рассмотрения графа обыкновенной цепной дроби возникла до-

гадка, что обычная цепная дробь является частным случаем более общего математического 

понятия, основанного на более общем понятии дерева”. Правда, страницей далее В. Я. Скоро-

богатько выдвигает другую версию озарения: “Догадка о существовании ветвящихся цепных 

дробей возникла у автора в результате размышлений о методе решения дифферинциальных 

уравнений С. А. Чаплыгина и его применении к уравнениям с частными производными”. 

Сохранился семистраничный вариант рукописи первой статьи по ветвящимся цеп-

ным дробям [735]. Даты в автографе нет, но можно считать, что статья готовилась не 

позже первой половины 1966 г. Приводим фрагмент первой страницы этой рукописи                              

В. Я. Скоробогатько, несомненно, уже имеющей ценность для историков математики. 
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Сохранились копии писем В. Я. Скоробогатько академику Юрию Владимиро-

вичу Линнику (8.01.1915-30.06.1972), выдающемуся специалисту в теории чисел и 

теории вероятностей, лауреату Ленинской премии, Герою социалистического труда. 

В письмах имеются сведения о начальном этапе развития теории ветвящихся цеп-
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ных дробей. Дадим без купюр заключительную часть первого письма, датирован-

ного 30 октября 1970 г.: “Частично также интересуюсь теорией чисел. У нас во 

Львове сейчас стремительно и успешно развивается теория ветвящихся цепных 

дробей. Что это такое? Это дроби, когда в знаменателях обычной цепной дроби 

появляются несколько дробей. (Первая публикация – “Доповіді АН УССР”, 1967 г., 

№2) Убеждён, что диофантовы уравнения нужно решать именно ветвящимися 

цепными дробями. У нас получен интересный, как мне кажется, результат: решён 

вопрос о виде алгебраической иррациональности любой степени. А именно, для 

того, чтобы число a было алгебраической иррациональностью n-ой степени, необ-

ходимо и достаточно, чтобы оно разлагалось в ветвящуюся периодическую цепную 

дробь. Для уравнения 3-ей степени эта работа скоро выйдет в “Доповідях АН 

УССР”. Наш ученик Ф. О. Пасичняк оформляет этот результат как диссертаци-

онную работу. Разумеется, если Вы не против, то мы можем установить с Вами 

деловые контакты по этому вопросу. Марковские процессы (теория вероятностей) 

со счётным числом состояний, как оказалось, изображаются ветвящимися цеп-

ными дробями. Это самый естественный аппарат. Словом, ветвящаяся цепная 

дробь так относится к анализу с несколькими аргументами, как обычная цепная 

дробь к функциям с одним аргументом. Разумеется, уже есть многочисленные пуб-

ликации. Как только строго обоснуем разложимость функций Аппеля в ветвящиеся 

цепные дроби, приступим к написанию суммирующей монографии в этом направле-

нии”. 

Сделаем одно замечание. Следуя списку работ В. Я. Скоробогатько, помещённом 

в Библиографическом указателе, первую публикацию по ветвящимся цепным дробям 

следует считать публикацию, вышедшую годом ранее, т.е. в 1966 г.: “Скоробогатько          

В. Я., Дронюк Н. С., Бобик О. I., Пташник Б. Й. Гіллясті ланцюгови дроби і їх застосу-

вання.- Друга наук. конф. молодих математиків України.- К.: Наук. думка, 1966, 561-

565.” 

Во втором письме В. Я. Скоробогатько к Ю. В. Линнику говорится и о других про-

водимых им исследованиях. Так как Ю. В. Линник был земляком, – родом из Белой 

Церкви Киевской области, В. Я. Скоробогатько писал ему на украинском. Приведём это 

письмо полностью. 

Львів, 7. ХІІ, 1970 р. 

Вельмишановний Юрію Володимировичу! 

Одержав від Вас два листи і відозву на автореферат І. П. Пустомельнікова. 

Дякую. Автореферат Ви оцінили, з моєї точки зору, точно. Дійсно, цей напрямок 

перспективний. Завжди хочеться говорити про ті результати, що тепер одержу-

ються, а не про те, що вже одержано. Мій учень Р. В. Слоневський разом з іншими 

щойно розробив новий метод розв’язування математичних задач економіки на ос-

нові гіллястих ланцюгових дробів. Це задачі, які формулюються в термінах марков-

ських процесів (Див. книгу Ховарда). Ми обов’язково цей напрямок доведемо до діла, 

тобто будуть розроблені стандартні програми і будуть втілені в практику при-

наймі 2-х обчислювальних центрів. Вже зараз видно переваги цього методу, коли 

розглядаються великі кількості рівнянь з великою кількістю невідомих (сам цим зай-

матися не буду). Зрозуміло, що краще нам приїхати до Ленінграду в лютому місяці, 

на початку або в середині. Впевнений, що будуть встановлені наукові контакти, які 

будуть сприяти прогресу математики, незалежно від загальної орієнтації обох 

сторін. Дякую за запрошення на дачу, але скажу відверто, що я не дачна людина. 

Найкращий стан для мене – рибалка бродячого типу (зимою, літом, весною та во-

сени), саме там приходять найкращі думки. 
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Звичайно, я дещо можу розповісти про нашу “універсальну теорію відносності”, 

але повторю, що вона ще сирувата з точки зору втілення ідей у формули, хоча одномі-

рний (самий важливий) випадок майже повністю зроблено. Зрозуміло, мене цікавить 

використання одержаних результатів і в оптиці, якщо це можливо, бо промінь світла 

викривлюється в сфері з неоднорідними оптичними властивостями. Теоретично при-

наймі можна уявити собі середовище з такими оптичними властивостями, що промінь 

світла буде рухатися саме по n-точковій прямій, а довільне оптичне середовище можна 

мабуть апроксимувати з якою завгодно точністю середовищем, де промені світла бу-

дуть n-точковими прямими, тому як завгодно точно можна наблизити реальний шлях 

світла n-точковою моделлю (при досить великому п) і всі ефекти “універсальної теорії 

відносності” будуть у частинок, що рухаються у такому середовищі по n-точковим 

прямим. З Вашим батьком можна було би поговорити конкретно в цьому плані. Але чи 

не старий він для цього. Може йому вже важко мислити. Все ж таки 81 рік – це не 28 

років. В усякому разі ми цей напрямок так чи інакше обов’язково доведем до діла. За-

здалегідь дякую за відбитки робіт про арифметичну теорію відносності. Мене завжди 

цікавили конструктивні математичні побудови, а це мабуть конструктивна річ. 

Про книгу М. І. Гаврилова не пишу, вивчимо всі про і контра. 

Звичайно, мене особисто цікавлять і інші проблеми математики, наприклад, по-

будова якісної теорії диференціальних рівнянь з частинними похідними. Мені присвоїли 

звання доктора саме за теорему про “внутрішній діаметр”. Суть її в тому, що перша 

гранична задача для сильно еліптичної системи однозначно розв’язана, якщо діаметр 

максимальної кулі, вписаної в дану область, досить малий. (Це буде не завжди). Якщо 

область опукла, то завжди при досить гладких коефіцієнтах системи. Це типова які-

сна теорема для рівнянь з частинними похідними; цей напрямок у нас розвивається. 

Виявилося, що тут є прямий зв’язок з питаннями стійкості плазменого шнура. Якщо 

би у вас були спеціалісти по плазмі, то корисно було би і з ними зв’язатися. 

Ще раз дякую за відозву на автореферат Пустомельнікова. 

Щиро бажаю успіхів в науці та організаційних питаннях, зв’язаних з наукою. 

З повагою, В. Скоробогатько. 

P. S. Дійсно, у нас відбувається швидка інфляція наукових ступенів та звань усіх 

рангів, але ніколи не буде інфляції справжніх вчених. 

Твердые заверения В. Я. Скоробогатько, аналогичные фразе из письма: “Ми 

обов’язково цей напрямок доведемо до діла, тобто будуть розроблені стандартні про-

грами і будуть втілені в практику”, как правило, не подкреплялись трудовым энтузиаз-

мом его сотрудников и посему повисали в воздухе, производя некоторые его сотрясения 

и вводя в смятение слабонервных. 

В этом письме выразительны слова: “… я не дачна людина. Найкращий стан для 

мене – рибалка бродячого типу”. У Виталия Яковлевича был годами отлаженный ре-

жим, – всем были известны “рыбные” дни – среда и суббота. Однажды весной в сере-

дине восьмидесятых подлёдный лов едва не окончился трагически, но обычное самооб-

ладание не оставило его, и он, потеряв всю рыбацкую амуницию и значительную часть 

вещей гардероба, выбрался из казалось бы безнадежной ситуации. Виталий Яковлевич 

вспоминал фразу, оброненную одним из институтских начальников: “Вы могли здорово 

подвести коллектив”. В самом деле, памятная история случилась в рабочее время. 

В. Я. Скоробогатько любил и умел шутить, что называется, невзирая на лица. Шутки 

получались не всегда, надо сказать, благостными. Чего стоит хотя бы телеграмма одному 

почтеннейшему ученому по случаю 8-го марта. Он трезво смотрел на миропорядок, по-

вторяя пословицу: “Идёшь постричь, не забывай, что можешь вернуться обритым”. И 

странно потому было слышать его сетования на действия товарищей, ответственных за 

передвижения по научной лестнице, особенно в верхней её части. 
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В. Я. Скоробогатько был прекрасным аналитиком. На семинарах он мог часами 

исписывать доску выкладками и формулами. И все же В. Я. Скоробогатько призна-

вался, что ему ближе геометрические методы исследований. В одной из последних 

своих книг “Методи математики: розвиток, застосування, суспільне відлуння”              

В. Я. Скоробогатько писал: “В останні 50 років розгорнулася робота по створенню 

загальної теорії систем диференціальних рівнянь. Громіздкість аналітичного апа-

рату, що при цьому використовується, зумовила розвиток геометричних методів, які 

роблять теорію більш прозорою і наочною. У цьому напрямку в математичну науку 

були введені нові поняття, на базі яких одержано нові результати, частину з яких ми 

тут наводимо”. 

И далее идет речь о биссектрисе и внутреннем диаметре тела, – казалось бы про-

стейших геометрических понятиях, которые явились центральным звеном в доказатель-

стве основных теорем докторской диссертации В. Я. Скоробогатько “Исследования по 

качественной теории дифференциальных уравнений с частными производными”.              

В. Я. Скоробогатько так определяет биссектрису: “Грубше кажучи, бісектриса фігури 

є її середньою лінією внаслідок того, що кожна точка DБx  локально найбільш відда-

лена від межі S області D. 

Аналогічно вводиться поняття бісектриси і у випадку області D, розташованої у 

просторі вимірності 3n ”. 

В книге приводятся несколько фигур с обозначением биссектрис:  

  
Обычно В. Я. Скоробогатько прибегал к такому наглядному толкованию биссек-

трисы плоской фигуры: биссектрисы – это маршруты, по которым должна перещаться 

девушка в озере, держась подальше от хулиганов на берегу. 

И еще В. Я. Скоробогатько говорил: “Биссектриса угла известна более двух тысяч 

лет, но биссектриса фигуры введена мною”. 

Как опытный педагог, В. Я. Скоробогатько на семинарах, лекциях и в публич-

ных выступлениях часто обращался к притчам, историям, пословицам и поговоркам. 

Думается, привлечение художественных образов было не просто приемом, позволя-

ющим удерживать внимание аудитории или способом точнее и эффективнее  доне-

сти до слушателя мысль. Видимо, В.Я. Скоробогатько искренне разделял известный 

постулат Карла Вейерштрасса: математику требуется воображения не меньше, чем 

поэту. Дело не в буйстве фантазии, а в общности приемов, присущих как художе-

ственному, так и научному творчеству. Поэт, если, конечно, он не графоман от при-

роды, как известно, “изводит единого слова ради тысячу тонн словесной руды”. 

Схожа технология добывания значимых результатов и у математика. Сейчас для пе-

ребора и отсеивания вариантов могут с успехом использоваться компьютеры, – но 

это уже другой вопрос, и мы его здесь касаться не будем. Следует признать, что 

деятели искусств ранее и с бóльшим успехом, чем ученые, а тем более, науковеды, 

пытались, пусть стихийно, постичь законы творчества. Ведь именно Пушкин отче-

канил: “И гений, парадоксов друг”. А спустя шесть десятилетий Чехов предложил 

замечательную формулу: “Краткость – сестра таланта”. В. Я. Скоробогатько на про-

тяжении всей жизни не переставал восхищаться Чеховым. Смеем предположить, что 

в Чехове он видел не только великого писателя, но и учителя в творчестве. Любо -
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пытен такой эпизод. Одному из авторов этой книги довелось декабрьским вечером 

1995 г. сопровождать В. Я. Скоробогатько из центра города к его дому на улице 

Козланюка. Возвращались с “книжкиных именин”. В. Я. Скоробогатько, только что 

выписавшийся из донецкой клиники, где ему уже не могли помочь, представлял свою 

последнюю книгу “Методы математики”. Обычно “книжкины именины” справлялись 

шумно. На этот раз было не до веселья. В. Я. Скоробогатько показал собравшимся в 

отделе книжку в темно-коричневом переплете, зачитал “Зміст”, несколько фраз, – и все 

стали мало-помалу расходиться. Мы продвигались по Пекарской, было темно и мо-

розно. Разговор шел о гиблом положении науки, научных карликах, болтунах-демокра-

тах и прочих обыденных вещах. Неожиданно Виталий Яковлевич произнес: “С Чеховым 

мы бы подружились”. 

Егор Булычев в пьесе Горького сокрушался перед смертью: “Жизнь прожил не 

на той улице”. Виталий Яковлевич жил математикой и, похоже, в конце пути был 

удовлетворен балансом. Здесь вспоминается другой случай, относящийся к декабрю 

уже 1994 г. Обычно после семинара, если сообщение было удачным, В.  Я. Скоробо-

гатько приглашал докладчика, прихватывая еще одного-двух наиболее активных 

участников семинара, в ближайшее кафе и обсуждение семинара продолжалось в 

другом интерьере. Была пора купонов, когда компот и копеечный салат из капусты 

тянули на десятки тысяч денежных единиц. Виталий Яковлевич уже был болен, но 

внешне это мало в чем проявлялось, семинары же следовали по заведенному по-

рядку – один за другим. Посреди беседы В. Я. Скоробогатько сказал фразу, очень 

уж диссонировавшую с убогим застольем: “Ветвящиеся цепные дроби обессмертили 

меня”. В другой раз В.Я. Скоробогатько вспоминал, как навещая приятеля – универ-

ситетского профессора, дышавшего, что называется, на ладан, услышал от того:          

“У Вас есть ветвящиеся цепные дроби. Вам можно позавидовать”.  

В. Я. Скоробогатько не единожды отмечал, что его высокочтимый учитель ака-

демик Ярослав Борисович Лопатинский долгое время относился к его занятиям вет-

вящимися цепными дробями снисходительно. “В последние годы жизни Лопатин-

ский стал понимать, что ветвящиеся дроби – это серьезно”, – добавлял Виталий Яко-

влевич. 

В. Я. Скоробогатько множество раз подчеркивал, с каким превеликим трудом да-

вались ему и его ученикам первые шаги в теории ветвящихся цепных дробей и такие 

привычные теперь обозначения и определения. “Это когда сделано, так вроде и думать 

тут нечего”, – говорил он и продолжал: “Был большой риск. Я испытывал ответствен-

ность перед моими первыми аспирантами Боднарчуком, Пустомельниковым и Слонев-

ским, пошедшими за мною в разработке нового математического аппарата. Но мы по-

бедили – направление получило признание”. 

В. Я. Скоробогатько по-отечески относился к своим сотрудникам и ученикам. День 

в отделе он начинал с обхода, как врач своих палат. У каждого из присутствовавших 

спрашивал: “Успіхи є?” В ответ, как правило, слышалось невнятное бормотание. Вита-

лий Яковлевич любил давать советы, особенно в организации здорового образа жизни. 

У него всегда наготове были рецепты из народной медицины от тех или иных напастей. 

Никогда не уклонялся хлопотать “за своих”, хотя чиновничество – обычное или науч-

ное, не любил, и кажется, жалел этот отряд человечества. 

Несмотря на умудренность, В. Я. Скоробогатько проявлял порой откровенную 

наивность в ряде жизненных ситуаций. Так, ему представлялось, что вот-вот воздастся 

по заслугам и он будет избран в Академию. В 1978 году не хватило одного голоса, чтоб 

попасть туда. Виталий Яковлевич очень переживал неудачу, не избежал инфаркта, но 

считал, что справедливость восторжествует. Однако ситуация с выборами повторялась: 

всякий раз не хватало “чуть-чуть”. 
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При приближении 60-летнего юбилея Виталий Яковлевич почти по секрету рас-

сказывал ближайшим сотрудникам, что в мэрии есть мнение отметить его, заслу-

женного деятеля науки Украины, имеющего десятки учеников и международное 

признание, улучшив ему жилищные условия. Известно, что В. Я. Скоробогатько 

жизнь прожил в небольшой квартире, полученной в начале пятидесятых годов при 

решающей финансовой поддержке тещи из костромской глухомани. С ростом се-

мейства квартира была уже тесна. По словам Виталия Яковлевича в мэрии обещали 

не просто новую квартиру, а двухэтажный особняк. Он живо описывал, как на вто-

ром этаже особняка разместится его кабинет, в котором непременно расположится 

доска, чтобы можно было в любой час с мелом в руке вести с учениками обсуждение 

математических проблем. 

Семинарские занятия были для В. Я. Скоробогатько формой существования. У нас 

есть возможность привести фрагмент рукописной страницы из письма В. Я. Скоробо-

гатько к президенту Академии наук СССР Гурию Ивановичу Марчуку. Письмо датиро-

вано 28 октября 1986 г.  

 
Так как почерк В. Я. Скоробогатько в высшей степени неразборчив, дадим под-

строчник завершающего фрагмента: 

“… Я могу приехать в Москву вместе со своими учениками и проинформировать 

Вас более подробно о наших работах. Замечу, что имею 4 еженедельных семинара на 

протяжении 23 лет (теория ветвящихся цепных дробей, дифференциальные уравнения 

с частными производными, вычислительная математика, общая теория относитель-

ности). 

Повторяю, что Ваша поддержка будет поддержкой того, что еще осталось 

живо от руководства шкурников и карьеристов”. 

Действительно, на первой странице цитируемого письма В. Я. Скоробогатько к               

Г. И. Марчуку говорилось: “Кратко опишу научные достижения современных математи-

ков Львова с тем, чтобы Вы были знакомы с ними, а также с целью установления научных 

контактов ученых, сгруппировавшихся около Вас и тем, что еще осталось в живых в ма-

тематической науке на Украине после многолетнего бездарного “руководства” матема-

тикой на Украине со стороны…”. Далее шли фамилии. 

“Истина – конкретна”, – этой краткой фразой В. Я. Скоробогатько часто прерывал 

туманные разглагольствования. Его раздражало, что, казалось бы, революционная и 

чрезвычайно перспективная для вычислительной математики теория ветвящихся цеп-
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ных дробей не встречала не то что энтузиазма, но даже маломальского внимания со сто-

роны научного начальства. “Ведь мы сидим на золоте!”, – возглашал он, и указывал, как 

на Западе вовсю раскручивают куда менее значимые теории. 

В. Я. Скоробогатько при случае напоминал, что он автор семи новых направле-

ний в математике. Из семи он особо выделял два своих детища: теорию ветвящихся 

цепных дробей и многоточечную геометрию. В 1989 году, к двадцатипятилетнему 

юбилею клуба творческих математиков, были выпущены памятные медали, которые 

бы увековечивали оба творения. На фотографии показана медаль, посвященная от-

крытию ветвящихся цепных дробей. Медали были изготовлены в незначительном 

количестве, ибо нашлось мало охотников приобрести их даже за весьма умеренную 

плату – 10 рублей, хотя качество медалей было отменным. Естественно, памятные 

медали создавались скульптором-медальером по эскизам Виталия Яковлевича. Ос-

новная идея медалей – самые глубокие математические теории рождаются из созер-

цания и осмысливания окружающего нас мира. 

 

 

  

 

 

 

 

В. Я. Скоробогатько всю жизнь интересовался философией. Это особенно ярко за-

печатлелось в одной из последних его книг: “Дивлюсь на світ як математик”, которая 

вышла в 1994 году, и которую он писал, надо полагать, как свое научное завещание. 

Характерны заголовки параграфов этой небольшой книги: “Біблійні істини з точки зору 

математики”, “Імовірнісна інтерпретація розв’язків основних рівнянь математичної фі-

зики”, “Розкриття причин імовірнісної природи світу”, “Філософія багаточкової геоме-

трії”, “Простори дробових вимірів”, “Філософія теорії гіллястих ланцюгових дробів”. 

И хотя В. Я. Скоробогатько в математике был суровым материалистом, в жизни он 

находился значительно ближе к идеализму, скептически относясь к откровению: “Бытие 

определяет сознание”. Он не разделял кредо людей эпохи рыночных отношений: в 

начале надо создать прочный экономичный базис, а уж потом можно всерьез заняться 

делом, в том числе и наукой. Он не сомневался, что такая премудрость ведет в конце 

концов к жизненному краху. В. Я. Скоробогатько полагал, что жизнь ставит вопросы в 

ином порядке. Здесь он не был оригинален. Великий химик Д. И. Менделеев, кстати, в 

свое время проваленный на выборах в Императорскую Академию наук, был убежден, 

что только духовно одаренные люди и способны привести общество к материальному 

процветанию. Случалось, Виталий Яковлевич глухо роптал, видя, как его ученики, в 

том числе и талантливые, все более отдаляются от науки, встав на административную 

стезю. В самом деле, многие специалисты отходили от математического аппарата, ко-

торый оказывался не в состоянии достойно прокормить своего исследователя. 

На фотографии, которая была задумана к юбилею Виталия Яковлевича, отме-

чавшемуся в июле 1982 года, запечатлены многие его ученики. Как отмечалось в 

аннотации к книге “Методы математики”, “Скоробогатько В. Я. створив математи-

чну школу, з якої вийшло вісім докторів наук і біля тридцяти кандидатів наук”. Не 

все из присутствующих на фотографии обрели с годами общенародную известность, 

поэтому приведем фамилии: 
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Первый ряд (слева направо): Крупка З. І., Пелех Я. М., Максимів Є. М.,                        

Боднар Д. І., Пташник Б. Й., Кучмінська Х. Й., Марко В. Ф., Кукс Л. М., Клюйник І. Ф., 

Шмойлов В. І., Пелих В. О., Каленюк П. І. 

Второй ряд: Комарницький Я. І., Штабалюк П. І., Обшта А. Ф., Боднарчук П. І., 

Сявавко М. С., Слоньовський Р. В., Миронюк П. Й., Мельничук Ю. В., Коробчук І. В., 

Мойсак П. П., Огирко О. В., Пасічник Т. В. 
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Во Львове, в центральной  части города, на стене дома 15 по улице Лермонтова 

(ныне улица Дудаева), можно видеть мемориальную доску со скульптурным портретом 

В. Я. Скоробогатько: “У цьому будинку в 1988-1996 роках працював видатний матема-

тик, Заслужений діяч науки Укра їни, професор Віталій Скоробогатько ”. 

 

И всё же, как нам представляется, лучшая часть научной и педагогической деятель-

ности В. Я. Скоробогатько прошла в доме 3 на тихой улице Кармелюка, где в неболь-

шом зале на первом этаже долгие годы, с 1975 по 1987, шли бесконечные семинары 

Скоробогатько. Виталий Яковлевич непременно сидел в первом ряду, внимательно слу-

шал докладчика, нередко комментируя с места или выходя к доске.  

2. Выпускник рабфака 

По разному сложились творческие судьбы у таганрогского математика Акима За-

харовича Никипорца и львовского профессора Виталия Яковлевича Скоробогатько. Но 

их объединяло стремление через математику продвинуться в понимании закономерно-

стей окружающего мира. 

А. З. Никипорцем в работе “Практические приёмы разложения функций в цепные 

дроби” [584] был изложен метод представления степенных рядов в соответствующие 

цепные дроби. В этой работе А. З. Никипорцем были также получены  многочислен-

ные разложения элементарных функций и их суперпозиций в цепные дроби. Инте-

ресна статья А. З. Никипорца “Теоремы о периодических цепных дробях” [585].         

В работе А. З. Никипорца “К доказательству Великой теоремы Ферма” [586] иссле-

дование знаменитой и небезопасной для репутации проблемы проводились мето-

дами теории цепных дробей. 

К цепным дробям А. З. Никипорец обращается в своей, пожалуй, главной, но 

так и неопубликованной работе «Тройственный принцип в математике и естество-

знании». Третья глава этой рукописи имеет название: «Разложение обобщенных 

формул Эйлера в непрерывную дробь. Элементарные полиномы». Приведем три 

формулы из этой главы: 
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Надо сказать, что из странного предела (3), как из 

зерна, и развивается метод суммирования расходящихся 

непрерывных дробей. Этот предел Никипорца на протя-

жении многих лет был путеводной звездой в смутных 

поисках. К цели же приблизили численные экспери-

менты на компьютере, наблюдения, в терминологии ве-

ликого Эйлера. Когда пришло понимание того факта, что 

значения расходящихся непрерывных дробей закодиро-

ваны в последовательности их подходящих, – найти 

ключ к коду было, как говорят, делом техники. Но и к 

пониманию сути проблемы «расходящихся» непрерыв-

ных дробей и к разгадке шифра опять-таки вёл предел 

Никипорца. 

Таганрогский математик Аким Захарович Никипорец (22.09.1896-18.05.1972) был 

человек замечательный, который однако не видел ничего необычного в своей судьбе. 

Сохранилась написанная им “Автобиография” и “Список работ по математике с крат-

кими пояснениями”. Документы, если их публиковать, надо приводить, по возможно-

сти, полностью, без купюр и редактирования, – в противном случае публикации в зна-

чительной степени теряют свою ценность. “Автобиография” А. З. Никипорца была 

опубликована в книге “Из истории непрерывных дробей” [993]. Здесь мы приведём 

лишь заключительные строки “Автобиографии” с автографом А. З. Никипорца. 

Основные достижения в области математики я прилагаю в отдельном списке, 

конечно, этот список далеко не полный. 

Список работ по математике с краткими пояснениями 

Научно-исследовательскую работу по математике и механике я введу с 1932 года 

с небольшим перерывом, вызванным Отечественной войной. В последние два-три года 

я вел научные исследования главным образом по математике и притом ближе к теории 

чисел. За этот последний период я добился некоторых результатов, – главнейшие из них 

привожу ниже вкратце. 

1) Обобщение формулы Эйлера 

Известные формулы Эйлера (  sincos ie i  , uue u shch  ) мне удалось обоб-

щить некоторым образом. Надо сказать, что вопрос обобщения этих формул не является 

сколько-нибудь новым. Им еще в свое время занимались Гаусс, Куммер, Золотарев и дру-

гие. Но их обобщения преследовали главным образом целевую установку, то есть, говоря 

кратко, обобщая формулы Эйлера, они этим самым стремились доказать ту или другую тео-

рему, разрешение которой не поддавалось обычным методам. Мои обобщения совершенно 

иного характера, – они представляют естественное развитие данного вопроса. Известно, что 

кинематическое значение обычных формул Эйлера состоит в том, что они связанны с дви-

жением точки по окружности (или по равносторонней гиперболе в вещественной области). 
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Мои обобщенные формулы связанны с движением точек не по окружности, а по двум вза-

имно сопряженным эллипсам, причем обобщенных формул оказалось не четыре, как 

обычно, а восемь (четыре для комплексной области и четыре для вещественной). При де-

формации эллипсы превращаются в окружность, вследствие этого и обобщенные формулы 

в этом случае превращаются в обычные. 

Обобщенные формулы оказались более гибкими, чем обычные формулы Эйлера. 

Пользуясь ими, мне удалось получить много новых, до сих пор неизвестных соотноше-

ний между элементарными функциями. 

2) Обобщение формул Муавра 

Формулы Муавра    nini
n

sincossincos  ;   nunuuu
n

shchshch  ) до-

пускают также обобщения, поэтому естественно перейти от обобщенных формул Эйлера к 

обобщенным формулам Муавра. Это мною также выполнено, причем обобщенные фор-

мулы содержат в себе, как частный случай, обычные формулы Муавра и бином Ньютона, 

то есть я получил формулы, связывающие между собою обычную формулу Муавра и бином 

Ньютона, чего, конечно, в математической литературе мне не приходилось встречать. 

3) Таблица биномов 

Обобщенные формулы Эйлера можно представить в виде комплексных (не одинако-

вых) биномов для комплексной области (эллиптическая или периодическая зона таблицы) 

и показательных биномов (не одинаковых) для вещественной плоскости (гиперболическая 

или апериодическая зона таблицы). Между этими основными зонами таблицы, как оказа-

лось, расположилась зона вещественных одинаковых биномов, то есть бином Ньютона, ко-

торый образовал параболическую (промежуточную) зону. Все эти трех видов биномы раз-

местились в своеобразной таблице, имеющей три зоны – эллиптическую, параболическую 

и гиперболическую. В дальнейшем будем называть эту таблицу – таблицей биномов. Эта 

таблица имеет очень интересные свойства и в последнее время мне удалось установить, что 

эта, довольно абстрактная, таблица имеет существенную связь с таблицей Д. И. Менделеева, 

выражающей периодический закон химических элементов. 

4) Обобщение тригонометрических и гиперболических функций кратных аргумен-

тов 

Формулы тригонометрических и гиперболических функций кратных аргументов непо-

средственно можно получить из обобщения формулы Муавра, причем эти обобщенные 

формулы содержат в себе, как частный случай, обычные формулы кратных аргументов. Эти 

формулы мне пригодились для разложения в ряды обобщенных формул Эйлера. 

5) Связь обобщенных формул Эйлера с великой теоремой Ферма 

В одном частном случае произведение биномов, выражающих обобщенные фор-

мулы Эйлера, представляет уравнение nnn zyx  . В этой области мне также удалось 

многое сделать, главным образом, мне удалось получить некоторые геометрические ил-

люстрации, но на этом я здесь останавливаться не буду. 

6) Разложение обобщенных формул Эйлера в ряды 

Пользуясь обобщенными формулами Эйлера и обобщенными формулами кратных 

аргументов для тригонометрических и гиперболических функций, я разложил обобщен-

ные формулы Эйлера в ряды. Эти ряды интересны тем, что один ряд (обобщенный) со-

держит в себе, как частные случаи, несколько рядов известных нам элементарных функ-

ций; кроме того, комбинация обобщенных рядов представляет собою интегралы неко-

торых линейных дифференциальных уравнений высшего порядка. Другая комбинация 
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этих рядов представляет некоторые ряды Фурье, поэтому тайна рядов Фурье постепенно 

раскрывается, то есть геометрический и аналитический смысл простейших рядов Фурье 

установлен мною в новом аспекте. 

7) Почти периодические функции 

Извлечение корня из обобщенных формул Эйлера приводит нас к так называемым 

почти периодическим функциям, которые ближе всего примыкают к рядам Фурье, по-

этому смысл почти периодических функций выяснен в такой же степени, как и рядов 

Фурье. 

8) Обобщение гетефункций 

Известные гетефункции мною также обобщены, то есть мне удалось получить бо-

лее общие функции, которые содержат в себе, как частный случай, обычные гетефунк-

ции. При этом обобщении мне удалось вскрыть некоторые особенности этих функций. 

9) Обобщение интегрального синуса, косинуса, логарифма и интегрального экспо-

ненциала 

Интегральные синус и косинус – тригонометрические и гиперболические, инте-

гральный логарифм и интегральный экспоненциал я также обобщил некоторым обра-

зом. Известно, что интегральный логарифм представляет асимптотическую формулу 

распределения абсолютно простых чисел в натуральном ряду. В конечной области ин-

тегральный логаритм всегда дает несколько завышенное значение для числа простых 

чисел в натуральном ряду. Так как в числитель обобщенного интегрального логарифма 

входит косинус, значение которого всегда меньше единицы, то обобщенный интеграль-

ный логарифм будет давать несколько меньшее значение числа простых чисел и в пре-

деле, когда косинус обратится в единицу, обобщенный интегральный логарифм обра-

тится в обычный интегральный логарифм, то есть в асимптотическую формулу распре-

деления простых чисел в натуральному ряду. У меня есть некоторые основания думать, 

что обобщенный интегральный логарифм есть точная формула, выражающая действи-

тельный закон распределения простых чисел в натуральном ряду, но я этого еще не до-

казал. Исследования в этой области продолжаются. 

10) Разложение обобщенной формулы Эйлера в непрерывную (цепную) дробь 

Обобщенные формулы Эйлера мне удалось разложить в непрерывную дробь, при 

этом я получил четырех видов полиномы, которые представляют собою числитель и 

знаменатель подходящих дробей данной непрерывной дроби. При детальном изучении 

этих, в сущности говоря, элементарных полиномов выяснилось, что один вид этих по-

линомов при частном значении переменной обращается в известный ряд Фибоначчи. 

Давая другие частные значения переменной, я получил бесчисленное множество рекур-

рентных рядов, аналогичных ряду Фибоначчи. Известно, что ряд Фибоначчи применя-

ется в ботанике при изучении листорасположения на деревьях и растениях (листья на 

деревьях располагаются не произвольно, а по спиралям, подчиняясь закону ряда Фибо-

наччи). Быть может, мои ряды, аналогичные ряду Фибоначчи, связанны с некоторыми 

разновидностями листорасположения. 

Этого вида полиномы я вынужден был назвать обобщенным рядом Фибоначчи. 

При вычислении любого члена ряда Фибоначчи пользуются известной формулой Бине 

(Ляме). Эту формулу мне так же удалось обобщить и применить ее для вычисления лю-

бого члена обобщенного ряда Фибоначчи. Оказалось, что эта обобщенная формула Бине 

представляет обобщенную формулу для гиперболических синуса и косинуса кратных 

углов в комплексной области, и что обобщенный ряд Фибоначчи можно исследовать не 
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только в вещественной гиперболической зоне, но и в комплексной, и в промежуточной 

параболической зоне (вспомним таблицу обобщенных биномов). 

Второго вида полиномы при некотором частном значении переменной обращаются 

в натуральный ряд чисел, поэтому этого вида полиномы я назвал обобщенным нату-

ральным рядом чисел. Обобщенный натуральный ряд чисел можно рассматривать во 

всех зонах известной уже нам таблицы обобщенных биномов. Он как бы пробегает все 

зоны таблицы при изменении переменной и в параболической зоне обращается в обыч-

ный натуральный ряд чисел. 

В математической литературе есть книжка профессора Кудрявцева, в которой излага-

ются методы суммирования степеней натурального ряда чисел и, кроме того, изучаются 

числа Бернулли. Я распространил эти методы суммирования и на обобщенный натуральный 

ряд чисел, то есть я получил формулы суммирования степеней обобщенного ряда чисел, 

годные для всех трех зон таблицы, и в параболической зоне при частном значении перемен-

ной они обращаются в формулы, изложенные в книжке профессора Кудрявцева. 

Некоторые виды полиномов при определенном значении переменной обращаются 

в полиномы академика П. Л. Чебышева (полиномы, наименее отклоняющиеся от нуля) 

и в известные полиномы Эрмита. 

11) Связь геометрической прогрессии с обобщенными формулами Эйлера 

В одном частном случае полиномы, о которых говорилось выше, превращаются в 

геометрическую прогрессию. То есть, мною установлено, что геометрическая прогрес-

сия представляет собою числители и знаменатели подходящих дробей некоторой (ко-

нечно, известной) непрерывной дроби. В основе ряда Фибоначчи и натурального ряда 

чисел также лежит геометрическая прогрессия. В общем выяснилось, что все эти поли-

номы, в том числе полиномы Чебышева и Эрмита, получаются из геометрической про-

грессии. В дальнейшем исследовании также выяснилось, что многие формулы тригоно-

метрии (циклометрической и гиперболической), в том числе и формулы кратных аргу-

ментов, представляют из себя некоторым образом видоизмененные геометрические 

прогрессии. Даже периодические дроби и многие бесконечные ряды (если не все), в том 

числе ряды Фурье, получаются из геометрической прогрессии. Наконец, бесконечные 

произведения для элементарных функций так же можно получить, отправляясь от гео-

метрической прогрессии. 

12) Связь обобщенных полиномов с формулой и рядом Тейлора 

Если выводить формулу Тейлора из конечных приращений функции, то для раз-

личных степеней приращения независимой переменной мы получим целый ряд полино-

мов. Оказалось, что полиномы, о которых мы говорили выше, представляют частный 

случай полиномов, полученных из формулы Тейлора для всех трех зон известной уже 

таблицы обобщенных биномов и лишь в одном частном случае вычисленные выше по-

линомы подчиняются формуле Маклорена. Отсюда, между прочим, выясняется, что в 

основе формул Тейлора и Маклорена также лежит геометрическая прогрессия. Но гео-

метрическая прогрессия (конечная) имеет две разновидности, соответствующие поло-

жительному и отрицательному знаменателю, поэтому и формула Тейлора должна иметь 

такие же разновидности, и это мною установлено. При повышении степени указанных 

выше полиномов до бесконечности мы из них легко получим бесконечные ряды. В этом 

случае и формула Тейлора также обращается в ряд. Эти ряды оказались рядами, совпа-

дающими с рядами для обобщенных формул Эйлера. 

13) Бернуллиевы числа и символические непрерывные дроби 

Бернуллиевы числа можно получить из изученных выше полиномов, при том усло-

вии, что при развертывании полинома степени надо обращать в значки. Отсюда следует, 
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что бернуллиевы числа можно получить из некоторой непрерывной дроби. Эту непре-

рывную дробь можно назвать символической непрерывной дробью.  

14) Бином Ньютона и непрерывная дробь 

Оказывается, что бином Ньютона можно представить как предельный случай не-

прерывной дроби, когда числитель ее обращается в нуль. Непрерывные дроби, о кото-

рых шел разговор выше, являются периодическими, то есть здесь рассматриваются пока 

только элементарные случаи. 

15) Связь уравнения Пелля с рассмотренными выше полиномами 

Известное уравнения Пелля, встречающееся в теории чисел, также находится в тес-

ной связи с рассмотренными выше полиномами и непрерывными дробями, и именно 

его решения в конечном итоге представляют те же полиномы. Следовательно, уравне-

ния Пелля и его решения основываются также на геометрической прогрессии. 

16) Бинарные квадратичные формы и обобщенные формулы Эйлера 

Исследование бинарных квадратичных форм и особенно определение числа классов 

форм тесно связано с обобщенными формулами Эйлера и благодаря применению этих фор-

мул исследование бинарных квадратичных форм можно значительно систематизировать. 

17) Геометрическая прогрессия и деление круга на равные части 

При изучении геометрической прогрессии выяснилось, что она свободно разлага-

ется на множители; и эти множители можно представить в виде следующих бинарных 

квадратичных форм: 

 22

1 cos2 baba    и 22

2 cos2 baba   , 

где угол φ связан с делением круга на равные части.  

Сохранилось предание, что на вопрос, что такое дружба, Пифагор ответил, что 

дружба – это два числа и написал их 220 и 284. Если бы у меня спросили, что такое 

математика, то я бы с большой уверенностью ответил, что математика – это следующие 

две бинарные квадратичные формы: 

  22

1 sincossin2cos cba  , где cosacb  , или 

  22

2 coscossin2sin cba  , secacb  . 

Так распространены эти формы в современной математике. 

Мы не станем комментировать этот “Список”, отметим лишь, что А. З. Никипорцу 

свойственен был природный такт и чувство собственного достоинства. Он не робел перед 

авторитетами и писал: “я получил”, “мне удалось”, “я обобщил” и т. д., а не прятался за 

худосочными конструкциями типа: “мы получили”, “нами доказано” и т. п. Для него суще-

ствовала одна инстанция, к которой можно было апеллировать, – это Природа, ибо, как счи-

тал А. З. Никипорец вслед за классиками, Природа и порождает математику. Слова Ф. Эн-

гельса – “Математика есть абстракция от реальных вещей” А. З. Никипорец поставил эпи-

графом к своей, пожалуй, главной подготовленной к печати работе: “Тройственный прин-

цип в математике и естествознании”, датированной 1948 годом. Эта работа написана ка-

рандашом четким почерком на 129 листах большого формата, старательно разлинованных 

и сброшюрованных в четыре тетради. Пятая, последняя глава, содержит два параграфа: 

“Тройственный принцип в математике и его физическое обоснование” и “Тройственный 

принцип в естествознании”. 

В параграфе “Тройственный принцип в математике” А. З. Никипорец пишет (с. 125) 

“Тщательное изучение показывает, что влияние внешнего мира на математику в деле уста-
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новления в ней тройственного принципа заключается в силах. Силы взаимодействия между 

телами природы устанавливают тройственный принцип в математике. Действие этих 

сил состоит в том, что они создают две бинарные квадратичные формы, которые в зависи-

мости от среднего коэффициента, то есть в зависимости от дискриминанта этих форм, 

могут принимать три различные значения. Эти три различные значения бинарных квад-

ратичных форм и устанавливают фактически тройственный принцип в математике, по-

тому что вся математика представляет различные комбинации этих трех квадратичных 

форм. Деление всей геометрии на три системы – параболическую, гиперболическую и 

эллиптическую – полностью порождается этими тремя квадратичными формами. 
Рассмотрим обобщенное число, соответствующее всем трем зонам в следующем виде: 

 




sin

sin n ,  n,  
u

nu

sh

sh . 

Что заставило число “n” одеть тригонометрическую рубашку в эллиптической зоне 

и гиперболическую – в гиперболической зоне? Нет никакого сомнения в том, что все 

это представляет влияние сил. Силы растяжения по двум взаимоперпендикулярным сто-

ронам создают колебательные процессы или создают тригонометрические элементы, а 

силы, одновременного растяжения и сжатия по тем же направлениям создают аперио-

дические процессы или гиперболические элементы… 

Тройственный принцип, которому подчинена вся современная математика, созда-

ется внешним миром при помощи сил взаимодействия, которые действуют между ма-

териальными телами. Можем считать, что тройственному принципу подчинена не 

только математика, но все естествознание.  

А. З. Никипорец завершает свою работу словами: “Допустим, что все это верно      

(в этом я нисколько не сомневаюсь) и посмотрим, к чему это приведет. Этим принципом 

тройственности можно пользоваться при различных исследованиях. Например, если 

нам удалось установить какую-либо геометрическую систему, например, параболиче-

скую, то для полного изучения данного вопроса необходимо еще установить и изучить 

две другие геометрические системы: эллиптическую и гиперболическую. Или, если мы 

установили и пользуемся натуральным рядом чисел, то для полноты изучения вопроса 

необходимо установить ряд с эллиптической и гиперболической стороны и     т. д.”. 

В заключение можно отметить, что идеи А. З. Никипорца в отношении обобщений 

рядов Фибоначчи и формул Бине нашли удивительно яркое продолжение в работах про-

фессора А. П. Стахова и его учеников [773-795]. Приведём лишь названия некоторых 

работ А. П. Стахова, которые включены в Библиографию: “Коды “Золотой” пропорции 

или система счисления для ЭВМ будущего” [776], “Новая математика для живой при-

роды: гиперболические функции Фибоначчи и Люка” [778], “Стратегические ошибки в 

развитии математики” [792], “Важнейшие научные открытия науки, основанные на “зо-

лотом” сечении” [793], “Теория формул Бине для p-рядов Фибоначчи и Люка” [781]. 

Алексей Петрович Стахов в семидесятых годах работал в Таганрогском радиотех-

ническом институте, но не был знаком ни с А. З. Никипорцем, ни с его результатами 

исследований, связанными с тройственностью в математике и универсальностью бинар-

ных квадратичных форм.  Этих учёных разных поколений и судеб сближает стремление 

добраться до основ, до сути. К этому редкому типу учёных – “фундаменталистов”, несо-

мненно, относится и В. Я. Скоробогатько, который ввёл в науку не только ветвящиеся 

цепные дроби, но и разработал основы  n-точечной геометрии, что считал своим глав-

ным научным достижением. 

В предисловии уже шла речь о статье академика И. Р. Шахаревича, в которой тот 

утверждал, что математика неизбежно должна выйти на стезю Гармонии, которая по-

раждается самой Природой, а не произвольными системами аксиом, не игрой разума. 
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3. Доцент провинциального вуза 

В книгах по цепным дробям часто встречается имя 

Станислава Серафимовича Хлопонина (6.12.1937-             

21. 05.1993). Специалисты имеют дело с формулами Хло-

понина, методом Хлопонина, алгоритмом Хлопонина, с 

цепными дробями Хлопонина. Известны основное пре-

образование Хлопонина, интерполяционные формулы 

Хлопонина, теоремы сходимости Хлопонина, признаки 

сходимости Хлопонина, критерий Хлопонина, обозначе-

ния Хлопонина – всего и не перечислишь, – настолько 

велик вклад        С. С. Хлопонина в теорию непрерывных 

дробей. Не ставя цели дать здесь сколько-нибудь обсто-

ятельный анализ результатов С. С. Хлопонина, вспомним 

об этом, как уже позволяет сказать время, выдающемся 

математике.  

Вот строки из биографии С. С. Хлопонина: 

1961 г. – окончил Ставропольский государственный пединститут, 

1968 г. – защитил диссертацию на соискание ученой степени кандидата физико-матема-

тических наук, 

1965-1993 – работа в Ставропольском государственном педагогическом институте. За-

ведовал кафедрой алгебры, руководил методическим и научным семинарами, возглав-

лял проводившиеся на кафедре хоздоговорные работы, был ответственным редактором 

трех сборников научных трудов. С. С. Хлопониным опубликовано 47 научных работ. 

Исследования С. С. Хлопонина в основном относились к аналитической теории 

цепных дробей. Первая работа С. С. Хлопонина называлась “Некоторые преобразования 

цепных дробей”. Она была напечатана в Ученых записках Марийского пединститута в 

1965 году и занимала ни много ни мало – 40 страниц. Такое же название – “Некоторые 

преобразования цепных дробей” имела и кандидатская диссертация С. С. Хлопонина, 

которую он выполнил под руководством А. Н. Хованского. Кроме преобразований,             

С. С. Хлопонина интересовала сходимость цепных дробей. В том же 1965 году                       

С. С. Хлопонин публикует две статьи, относящихся к этой тематике. В последующие 

годы исследования сходимости цепных дробей становятся, пожалуй, доминирующими 

в его творчестве. Он получает признание, его статьи регулярно печатают центральные 

журналы. Будучи блестящим теоретиком, С. С. Хлопонин разрабатывает несколько эф-

фек-тивных схем построения соответствующих и присоединенных цепных дробей. В 

1975 году в центральных изданиях появляются две работы С. С. Хлопонина: “Преобра-

зование отношения степенных рядов в правильную С-цепную дробь” и “Преобразова-

ние отношения степенных рядов в присоединенные цепные дроби”. Детально разрабо-

танные С. С. Хлопониным алгоритмы и по сей день остаются самыми эффективными 

среди алгоритмов, решающих аналогичные задачи и, несомненно, будут с благодарно-

стью востребованы еще не одним поколением специалистов, занимающихся вычисли-

тельной математикой. Становится все явственней: грядет эра дробно-рациональных ап-

проксимаций. Если последние четыре столетия можно с уверенностью обозначать в ис-

торических хрониках эпохой рядов, то будущее – за непрерывными дробями, понимае-

мыми в широком смысле. Будущее – за непрерывными дробями различных структур, 

которые наиболее адекватно в пространственно-временном отношении способны опи-

сывать те или иные процессы.  

Несколько работ С. С. Хлопонина связаны с решением дифференциальных урав-

нений при помощи цепных дробей. Это – классическая тематика, идущая от исследова-

ний Л. Эйлера. 
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С. С. Хлопонин с блеском разрабатывал вопросы интерполирования цепными дро-

бями и приближения функций многих переменных, так называемыми, кратными цеп-

ными дробями. Надо сказать, что эти задачи – чрезвычайно сложны, помимо всего про-

чего, сложны в техническом отношении. Получение здесь обозримых решений – заня-

тие, находящееся на грани человеческих возможностей. Но для С. С. Хлопонина, каза-

лось, не существовало технических трудностей, настолько он свободно владел аппара-

том цепных дробей. 

С. С. Хлопонин, несомненно, был лучшим знатоком цепных дробей в Союзе. Уни-

кальный математический талант и работоспособность тем не менее не гарантировали ему 

научной карьеры: докторскую диссертацию он так и не защитил, – не смог заручиться 

соразмерной событию поддержкой, в том числе, как ни странно, – и во львовской школе 

цепных дробей, в те годы уже вступавшей в пору зрелости. Думается, лично он не очень 

нуждался в докторском дипломе – он знал себе цену и цену своим опубликованным ре-

зультатам. Но за ним были люди – аспиранты и соискатели провинциального вуза, кото-

рым самим пробиться было не просто, и регалии не помешали бы. 

В 1979 году С. С. Хлопонин подготовил к печати обстоятельную монографию 

“Цепные дроби”, в которой подытоживал результаты своих многолетних исследований. 

Сложись все удачно, книга появилась бы раньше, чем “Непрерывные дроби” известных 

американских специалистов У. Джоунса и В. Трона [304]. Один из авторов настоящей 

книги оказался в те уже далекие времена соавтором  С. С. Хлопонина, написав для мо-

нографии скромный раздел по аппроксимации цепными дробями элементарных и спе-

циальных функций, а также небольшую главу, в которой цепные дроби различных клас-

сов, в том числе и ветвящиеся, представлялись отношениями определителей. Когда 

книга была полностью готова к печати, и буквы греческого алфавита, встречавшиеся в 

рукописи, обведены, как и требовала редакция, красным карандашом, соавтору С. С. 

Хлопонина пришла в голову счастливая мысль – отдать рукопись на рецензирование 

коллегам из ближнего круга. Рукопись попала в руки требовательной научной моло-

дежи и читалась несколько месяцев, ровно столько, чтобы быть выброшенной из жест-

ких производственных планов издательства “Наукова думка”. Возможно, уроки общения 

с научной общественностью сказались не самым благотворным образом. Во всяком слу-

чае, с начала 80-х годов, С. С. Хлопонин, как видно из списка его работ, редко публиковал 

новые результаты по теории цепных дробей, более занимаясь депонированием их в ВИ-

НИТИ. Если справедливо, что рукописи не горят, то с депонированными рукописями уж 

точно ничего скверного не случится, и они дождутся своего часа. 

В истории цепных дробей Станислав Серафимович Хлопонин навсегда занял место 

в ряду истинных мастеров. 

Как уже отмечалось выше, Станислав Серафимович Хлопонин был учеником за-

мечательного математика А. Н. Хованского. 

4. Математик из княжеского рода 

  А. Н. Хованский (20.04.1916 г. – 30.11.1996 г.) – автор широко известной моно-
графии по цепным дробям [919], которая была переведена на ряд иностранных языков. 
Еще в 1935 г. вышла книга А. Я. Хинчина «Цепные дроби», последующие годы неодно-
кратно переиздававшаяся. В книге А. Я. Хинчина рассматривались правильные или, как 
часто их называли, арифметические цепные дроби, которые в основном используются в 
теории чисел и при аппроксимации действительных чисел. Первой же книгой по анали-
тической теории цепных дробей, изданной в СССР, была книга А. Н. Хованского «При-
ложение цепных дробей и их обобщений к вопросам приближенного анализа», вышед-
шая в свет в 1956 г., которая по сию пору является весьма востребованной. 

В 60-х – 70-х годах прошлого века А. Н. Хованский регулярно реферировал работы, 
выходившие по теории непрерывных дробей.  Один из авторов книги встречался в Калинин- 
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граде в начале 70-х годов с Алексеем Николаевичем Хован-
ским, от которого узнал, что во Львове профессор В. Я. Ско-
робогатько разворачивает исследования по ветвящимся 
цепным дробям. В 2000 г. в Калиниграде стараниями вдовы 
А. Н. Хованского Татьяны Алексеевны Кокаревой вышла 
замечательная книга “Былое в воспоминаниях и стихах”, в 
которой помещены воспоминания и стихи А. Н. Хован-
ского, и его статьи “О роли языков в моей жизни” и “Как 
научиться читать на нескольких иностранных языках”. 
Имеются в книге воспоминания коллег Алексея Николае-
вича. В книге приведена родословная князей Хованских.                
А. Н. Хованский – из рода князей Хованских, одного из са-
мых знаменитых и древних в России. В общем Гербовнике 
дворянских родов Всероссийской Империи, издание кото-
рого было начато по указу Павла I в 1797 г., князья Хованские помещены на первом месте.  

А. Н. Хованский окончил Казанский университет в 1941 г. и получил специальность 
математика-геометра. Под руководством профессора Б. М. Гагаева подготовил канди-
датскую диссертацию “Некоторые методы приближённого решения дифференциаль-
ных и интегральных уравнений”. Эта диссертация послужила, по-видимому, отправной 
точкой в написании через 10 лет монографии “Приложение цепных дробей и их обоб-
щёний к вопросам приближённого анализа”. Разложения многих элементарных функ-
ций в цепные дроби А. Н. Хованский получил как частные случаи цепной дроби, кото-
рой представляется решение одного уравнения Риккати по методу Лагранжа. 

В соавторстве с профессором Г. С. Салеховым А. Н. Хованским была написана мо-
нография “Улучшение сходимости рядов”. А. Н. Хованский участвовал в редактирова-
нии и составлении комментариев к полному собранию сочинений Н.И. Лобачевского. В 
1965 г. А. Н. Хованский опубликовал монографию  “Аналитическая геометрия тре-
угольника” (Учёные записки МГПИ, 1965 , т.26, с. 5-315). Им опубликовано свыше 50  
научных и методических работ. Для  реферативного журнала “Математика” А. Н. Хо-
ванским написано 90 рефератов, в основном по цепным дробям. Помимо монографии 
“Приложение цепных дробей и их обобщений к вопросам приближённого анализа”, 
опубликованной в 1956 г., им был написан раздел  “Цепные дроби”, вошедший в  книгу 
“СМБ. Математический анализ” (М., 1961, с. 266-327). Книги А. Н. Хованского [299, 
919] сыграли важнейшую роль в возникновении интереса к цепным дробям среди рос-
сийских математиков, занимающихся прежде всего численными методами. Под руко-
водством А. Н. Хованского  Г. В. Маурер, Л. П. Шутова и С. С. Хлопонин подготовили 
кандидатские диссертации по теории цепных дробей.  

А. Н. Хованский интересовался историей непрерывных дробей. В 1957 г. в десятом 
выпуске “Историко-математических исследований” была напечатана его статья  “Ра-
боты Эйлера по теории цепных дробей” [921]. В 1962 г. вместе с Я. А. Габовичем опуб-
ликовал небольшую заметку  “Миндинг Ф. Г. и его вклад в теорию цепных дробей” 
[235]. Ниже  публикуем  письмо А. Н. Хованского львовскому профессору В. Я. Скоро-
богатько. Письмо напечатано на машинке и датировано 13 декабря 1970 г.   Приводимая 
в книге фотография А. Н. Хованского относится к 1964 г.  

Калиниград, 13.ХІІ.70 
Многоуважаемый Виталий Яковлевич! 

Из письма бывшей аспирантки Людмилы Петровны Шутовой и из автореферата 
И. П. Пустомельникова я узнал, что вы и ваши ученики успешно занимаетесь теорией 
цепных дробей и их обобщений и нашли важные новые применения этого алгоритма. 
Большое спасибо Вам за привет, переданный мне в письме Людмилы Петровны, и за 
предложение установить контакты для совместной работы.  

К сожалению, в том письме не было Вашего адреса, и я послал 15. ХІ. Вам письмо, 
адресовав его на математическую кафедру Львовского университета. Об этом я сооб-
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щил Л. П., и она ответила, что Вы там не работаете, так что моё письмо, вероятно, 
Вас не достигло. Она прислала Ваш домашний адрес, и я решаюсь им воспользоваться. 

Насколько я знаю, Вы переписываетесь с моим учеником Станиславом Серафимо-
вичем Хлопониным, который успешно защитил кандидатскую диссертацию по теории 
цепных дробей. Вероятно, вы знаете, что недавно в Москве успешно защитил диссерта-
цию на степень доктора технических наук Николай Александрович Беспалов, применив 
цепные дроби и их аналоги к решению задач геодезии. В Томске Владимир Евгеньевич Кор-
нилов получил много новых разложений функций в цепные дроби. Всё это очень радует, 
так как я убеждён, что цепные дроби и их различные обобщения до сих пор ещё не полу-
чили в нашей  стране, к сожалению, достойного признания и применения. 

Из автореферата И. П. Пустомельникова я узнал о некоторых Ваших и его рабо-
тах и сделал попытку некоторые из них выписать из Москвы – к сожалению, не все 
указанные там работы имеют точные библиографические координаты.  

В прошлом и настоящем учебном году цепными дробями здесь занимается не-
большая группа студентов. Ежегодно, уже четвёртый год, я читаю спецкурс по ана-
литической теории цепных дробей и для более широкой студенческой аудитории. Не-
которые студенты получили интересные новые результаты по преобразованию цеп-
ных дробей, по условиям сходимости трёхмерных цепных дробей, по геометрической 
теории цепных дробей, по взаимосвязи алгоритма цепных дробей с алгоритмом   мат-
риц.  Особенно  успешно  работает  в этом направлении студент В. Шурыгин, очень 
способный и серьёзный – очень хотелось бы , чтобы он поступил в аспирантуру, но у 
нас есть аспирантура только по дифференциальной геометрии. Скоро выйдет в свет 
томик трудов нашей кафедры: там есть моя статья о разложении кубических ирра-
циональностей в трёхмерные периодические дроби общего вида. С удовольствием вы-
шлю Вам эту книжку, как только она появится.  

Прошу передать искренний привет И. П. Пустомельникову (не знаю его полных 
имени и отчества) и другим Вашим ученикам и коллегам. 

Теперь вот что. Вчера меня спрашивали, куда я хотел бы поехать в научную ко-
мандировку в нынешнем учебном году. Я сказал, что хотел бы поехать во Львов, в ап-
реле. Не будет ли у Вас возражений по этому поводу? 

Желаю вам всего наилучшего . 
Ваш   А. Хованский. 
К сожалению, руководителям двух математических школ не довелось встретиться.
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Martínez-F. A. 91 
Martins P. 224 

Masdeu M. 165 
Masmoudi A. 224 

Masoliver J. 109 

Mason R. G. 224 
Masri R. 224 

Massingua V. 282 

Masson D. R. 165, 181,  
184, 185, 217, 224, 225 

Masterov V. F. 295 

Masui H. 225 

Masuyama H. 250 

Masuyama T. P. 225 

Matala-aho T. 168, 225 
Matamala A. R. 225 

Matei D. 93 

Mathews G. B. 225 

Mathews J. 225 
Matho K. 170 

Matos A. C. 225 

Matsushima A. 225 
Matthael M. 225 

Matthews E. R. 225 

Matthews K. R. 182, 225, 
226, 262 

Matthiessen L. 226 

Maulat S. 226 
Mauldin R. D. 155, 226 

Mauldon J. G. 226 

Maunsell F. G. 226 
Maurer L. 226 

May S. 226 

Mayer D. 226, 227 

Mayers D. F. 227 

Mazliak L. 142 

Mazon К. T. 92 
Mcbride M. 196 

McCabe J. H. 89, 112,  

128,  220, 227, 
McCarty C. P. 227 

McConnell M. 141 

McCoy B. M. 102 
McDevitt T. J. 223 

McDuff D. 227 

McEliece R. J. 227 
McGregor J. L. 191 

McKay J. 133 

McKinney T. E. 227 
McLaughlin J. R. 94, 112,  

227 

McMath S. 228 
McMillan E. M. 113 

Mechelangeli N. 228 

Mederer M. 228 
Medvedeva S. Yu. 226 

Meester R. 200, 228 

Mehta D. M. 228 
Meidl W. 228 

Meijer A. R. 228 

Meissner E. 153 
Melançon G. 228 

Meleard S. 228 

Melfi G. 139 
Melzak Z. A. 228 

Meng Z. 228 
Menon P. K. 228 

Merberg A. 168 

Mercat P. 228 
Merilä V. 225 

Merkes E. P. 170, 228 

Merkurjev A. S. 101 
Merrill K. D. 126 

Mesirov J. P. 229 

Messier R. 204 

Mestechkin M. 229 

Mestel B. D. 178, 293 

Metropolis N. 260 
Meulenbeld B. 201 

Meyer B. 229 



 

 

 

 

 ИМЕННОЙ УКАЗАТЕЛЬ  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

344 

Meyer E. 229 

Meyer W. F 229 
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