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В книге рассматривается способ суммирования  расходящихся в класси-

ческом смысле непрерывных дробей. Этот способ применим не только к клас-
сическим цепным дробям, но и к непрерывным дробям иных классов, например, к 
непрерывным дробям Хессенберга или Никипорца, что позволило предложить 
новый эффективный алгоритм определения всех нулей полиномов.  

Приводятся формулы, то есть аналитические выражения, представляющие 
все корни произвольного алгебраического уравнения n -й степени через коэф-

фициенты исходного уравнения. Формулы состоят из двух отношений бесконеч-
ных определителей Теплица, диагональные элементы которых являются коэффи-
циенты алгебраических уравнений. Изучаются ультрапериодические непрерыв-

ные дроби, значения подходящих которых периодически повторяются. Приводят-
ся некоторые сведения из истории непрерывных дробей и алгебраических урав-
нений. 
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   “Фурье прав, говоря что математика необходи-
ма человеку для решения практических задач и 
познания законов природы. Но не мог же такой 
мыслитель, как  Фурье не знать, что математика 

прежде всего предназначена для возвеличивания 
человека.” 

К.Г. Якоби 
  

 

ПРЕДИСЛОВИЕ 

Новая математическая идея имеет шансы достаточно быстро получить признание, 

если эта идея способна помочь решить важную проблему, длительное время не подда-

вавшуюся усилиям ученых, перепробовавших в своих попытках разобраться с непо-

датливой задачей весьма изощренные приемы из чрезвычайно обширного математиче-

ского арсенала. Громких примеров тому немало, но мы не станем их приводить, дабы 

не быть ненароком ложно истолкованными. 
Способ суммирования расходящихся в классическом смысле непрерывных дро-

бей, или r/φ-алгоритм, детально описанный в публикациях [520,536], возник из экспе-

риментального изучения расходящихся непрерывных дробей. Поначалу могло пока-

заться, что найденные приемы, устанавливающие значения расходящихся в классиче-

ском смысле непрерывных дробей, если кого могут живо заинтересовать и даже всерь-

ёз обеспокоить, так это немногочисленных специалистов, занимающихся аналитиче-

ской теорией непрерывных дробей, основным содержанием которой как раз и являют-

ся вопросы сходимости. Открытие в некотором смысле парадоксального метода сум-

мирования расходящихся непрерывных дробей круто меняло ситуацию в аналитиче-

ской теории непрерывных дробей, что само по себе немало, приняв во внимание почти 

трëхвековую историю развития этой теории, если отсчëт вести от первых работ Эйле-

ра, хотя отдельные аспекты в поведении подходящих дробей, например, свойство 
“вилки”, отмечались ещë Катальди в начале семнадцатого столетия. Предложенный 

r/φ-алгоритм колонками беспристрастных цифр сотен таблиц устанавливал сходи-

мость тех непрерывных дробей, расходимость которых, казалось бы, раз и навсегда 

была строго доказана. Выяснилось, что способ суммирования, названный нами “сум-

мированием по Никипорцу”, применим не только к обыкновенным непрерывным дро-

бям, но и к непрерывным дробям иных классов, например, к непрерывным дробям 

Хессенберга. Это уже указывало на некоторую универсальность найденного метода 

суммирования и открывало путь к построению новых вычислительных схем в других 

разделах математики. В частности, r/φ-алгоритм дал возможность предложить практи-

чески удобный способ определения всех нулей полинома. Но главное, этот алгоритм 

позволил рассматривать полученные нами ранее выражения для нулей полиномов че-
рез непрерывные дроби Хессенберга и Никипорца [514], как аналитические формулы 

для определения корней многочлена через его коэффициенты, тем самым неожиданно 

нашлось решение классической задачи, занимавшей математиков длительное время. И 

это обнадеживало. 
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Разработанный способ суммирования расходящихся в традиционном смысле не-

прерывных дробей помог понять природу трудностей, возникающих при решении бес-

конечных систем линейных алгебраических уравнений [551]. Поясним простейшим 

примером. Как известно, удобный метод решения разностной краевой задачи, пред-

ставляющий один из вариантов исключения неизвестных и носящий название “про-

гонки”, фактически эквивалентен записи решения обыкновенной непрерывной дро-

бью. То есть, для бесконечной системы линейных алгебраических уравнений решения 
могут представляться как сходящимися непрерывными дробями, так и расходящими-

ся. Что принимать в случае расходящихся непрерывных дробей за решения СЛАУ? 

Значения “расходящихся” непрерывных дробей, или как сказал бы известный в 30-е 

годы прошлого века прокурор, – “их истинное обличие”, устанавливается суммирова-

нием по Никипорцу. 

Можно, пожалуй, высказать предположение: сколь-нибудь общих подходв к соз-

данию теории решения бесконечных систем линейных алгебраических уравнений 

(БСЛАУ) не было найдено именно потому, что до последнего времени расходящиеся 

непрерывные дроби в каком-либо позитивном смысле не рассматривались вовсе, то 

есть расходящиеся непрерывные дроби не изучались. И это в отличие от расходящихся 

рядов, имеющих чрезвычайно развитую теорию и стародавние традиции их исследо-

ваний. Капитальная монография Н.Харди “Divergent series” (“Расходящиеся ряды”) в 
русском переводе появилась еще в 1951 году [465]. Построение теории БСЛАУ на ос-

нове приемов суммирования расходящихся в классическом смысле непрерывных дро-

бей могло бы также способствовать признанию и развитию нового способа суммиро-

вания. 

Непрерывные дроби в большинстве случаев дают гораздо более общие представ-

ления трансцендентных функций, нежели классические степенные ряды. Непрерыв-

ные дроби, зачастую, могут быть с большим эффектом использованы для ускорения 

сходимости рядов. Более того, преобразуя расходящиеся ряды в соответствующие не-

прерывные дроби, нередко можно просуммировать, то есть найти значения, расходя-

щихся рядов. 

Бесконечной непрерывной дробью, или цепной дробью, называют выражение вида 
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где  и   - в общем случае независимые переменные. 
Аналогично ситуации с рядами, само по себе выражение (1) никакого определен-

ного смысла не имеет, ибо действие сложения подразумевает операции лишь с конеч-
ным числом слагаемых. Смысл выражения (1) должен устанавливаться. Непрерывную 

дробь (1) естественно определять через понятие подходящей дроби, которое является 

аналогом частичных сумм для рядов. 

Непрерывная дробь, содержащая n звеньев, т.е. дробь 
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называется n-й подходящей дробью бесконечной непрерывной дроби (1). 

Первая, вторая, третья и т.д. подходящие дроби 

(1) 
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составляют бесконечную последовательность. 

Непрерывная дробь (1) называется сходящейся, если последовательность ее под-

ходящих дробей имеет конечный предел: 




n

n

n Q

P
lim

 
Предел (2) называется значением непрерывной дроби [142]. 

Сходимость, устанавливаемую этим определением, будем называть сходимостью 

по Зейделю. 

Непрерывная дробь (1) называется расходящейся, если последовательность ее 

подходящих дробей предела (2) не имеет. 

Такие непрерывные дроби, для которых не выполняется условие (2), будем назы-

вать расходящимися по Зейделю цепными дробями. 

Нахождение значения непрерывной дроби (1), как установление предела значе-

ний последовательности ее подходящих дробей, представляется совершенно естест-
венным и практически удобным. Здесь уместно повторить, что в отличие от положе-

ния с рядами, когда помимо классического определения суммы  ряда,  как предела  

частичных  сумм, имеется  большое  число  других  алгоритмов  суммирования, ис-

пользующихся прежде всего при оперировании с расходящимися рядами, для непре-

рывных дробей таких алгоритмов обобщенного суммирования, которые бы привлека-

лись для нахождения значений расходящихся непрерывных дробей, не существует. 

Расходящиеся непрерывные дроби до сих пор не стали объектом математических ис-

следований, как это случилось с расходящимися рядами, пристальным изучением ко-

торых аналитики занимаются давно. И повинны в этом, по-видимому, сами непрерыв-

ные дроби, которые в отличие от рядов, имеют большие области сходимости и достав-

ляют меньше неудобств при их использовании. Во многих практически важных при-
ложениях непрерывные дроби сходятся на всей плоскости комплексного переменного, 

исключая, может быть, так называемые вырезы по осям, с которыми приходится ми-

риться, как с неизбежным злом. 

Несмотря на казалось бы естественность общепринятого определения сходимости 

непрерывных дробей, не следует забывать, что это определение взято по соглашению, 

из практической целесообразности, и ни в коей мере не может претендовать на един-

ственность. 

В [518] предложено иное, нежели традиционное, толкование сходимости непре-

рывных дробей. Для установления значений непрерывных дробей используется r/φ - 

алгоритм: 

Непрерывная дробь сходится и имеет своим значением в общем случае комплекс-

ное число , если существуют пределы 
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где  Pi /Qi  –  значения  i-й  подходящей  дроби  из  совокупности,  включающей  n  под-

ходящих  дробей, 

k  –  число  отрицательных  подходящих  дробей  из  n  подходящих  дробей. 

Этот  способ  выходит  за  рамки  традиционных  методов  суммирования,  ибо  

позволяет,  при  определенных  условиях,  за  последовательностью  вещественных  

подходящих  дробей  усмотреть  некое  комплексное  число,  которое,  собственно,  и  

представлено  этой  непрерывной  дробью.  Признаком  комплексности  такой  расхо-
дящейся  непрерывной  дроби  с  вещественными  элементами  служат  перемены  зна-

ков  ее  подходящих  дробей,  причем,  эти  перемены  знаков  происходят  сколь  

угодно  много  раз.  Другими  словами,  комплексная  единица    устанавливается  из  
«поведения»  подходящих  дробей  непрерывной  дроби.  Параметры  же  комплексно-

го  числа  ,  то  есть  его  модуль r0 и  аргумент 0 могут  быть  определены,  

в  частности,  так  называемым  r/φ  -  алгоритмом,  то  есть  формулами  (3)  и  (4). 
В  случае  непрерывных  дробей,  сходящихся  в  классическом  смысле,  аргумент  

  примет  значения  0  или π.  Если   =  0,  то  значение  сходящейся  непрерывной  

дроби  будет  совпадать  со  значением  модуля  : 

0

0

0 rerz i 
. 

Если  ,  то  значение  сходящейся  непрерывной  дроби  будет  отрицатель-
ное  число: 

00 rerz i  

. 

Предложенный  r/φ  -  алгоритм  даёт  возможность  устанавливать  значения рас-

ходящихся  в классическом смысле непрерывных  дробей, а также решать  множество  

других  задач  из  различных  разделов  вычислительной  математики. 

Рассмотрим теорему о сходимости периодической непрерывной дроби 

           
...1...11

1



aaa

. (5) 

Теорема утверждает [417], что непрерывная дробь (5) сходится на всей плоскости 

комплексного переменного с разрезом по действительной оси от   до  
1

4
c , где с 

– сколь угодно малое положительное число. Действительно, можно показать, что зна-

чения подходящих дробей разложения (5) при a  1 4/  определяются формулой 
[520]: 

           
)14(

]141[






anarctgsin

aarctg)n(sin
a

Q

P

n

n . (6) 

Как видно из соотношения (6), значения Pn /Qn при n  не стремятся ни к ка-

кому пределу, осциллируют и, следовательно, непрерывная дробь (5) при a  1 4/  
расходится. Надо только не забывать уточнять в формулировке теоремы: непрерывная 

дробь (5) при a  1 4/  расходится в смысле Зейделя, то есть когда сходимость непре-
рывной дроби определяется, как существование предела значений подходящих дробей  

{ nn QP / }, n . Эта теорема приводится в монографиях без такого уточнения, что 

делает ее попросту ошибочной, ибо непрерывная дробь (5) сходится при любых значе-
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ниях переменной a . Если a  1 4/ , то значением непрерывной дроби (5) является ком-

плексная величина 

14  aiarctgeax , 

которая устанавливается с любой точностью по значениям подходящих дробей разло-

жения (5) при помощи r/ -алгоритма. 

Например, непрерывная дробь 

...... 


1

4

1

4

1

4
1

                                                  
(7) 

расходится в классическом смысле, что очевидно, если запишем выражение, опреде-

ляющее значения подходящих дробей разложения (7): 

         

 





)15(

]151[
2

narctgsin

arctgnsin

Q

P

n

n

                                         

(8) 

И тем не менее, непрерывная дробь (7) является сходящейся, так как при использова-

нии    r/φ – алгоритма, то есть формул (3) и (4), с любой точностью устанавливаются 

модуль и аргумент комплексного числа 
152 arctgie 

, которое представляется расходя-

щейся по Зейделю непрерывной дробью (7) и которое является значением этой непре-

рывной дроби. 

В табл. 1 приведены результаты суммирования “расходящейся” непрерывной 

дроби  (7) при помощи r -алгоритма. 

Нахождение значения цепной дроби 
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 iarctgei . 

523181160716102 00 .,.r   … .                                                                 Таблица 1 

Номер 

звена 

дроби 

Значение 

подходящей 

дроби 

Модуль 

комплексного 

числа, nr  

Погрешность, 

nr rr  0  

 

min 

r  

Аргумент 

комплексного 

числа, n  

Погрешность, 

n  0  

 

min 

  

1 2 3 4 5 6 7 8 

2 

4 

8 

16 

32 

64 

128 

256 

512 

1024 

2048 

4096 

8192 

16384 

32768 

65536 

131072 

262144 

524288 

1048576 

2097152 

4194304 

8388608 

-3.0000000000 

-0.7142857142 

1.4369747899 

-1.0326336812 

0.9570674702 

-3.3737052603 

-0.9528199343 

1.0641835576 

-2.5412946875 

-0.4041335913 

2.1217417851 

0.1547065652 

5.7575173443 

2.7721264678 

0.8108450840 

-5.3765210082 

-2.1191941726 

-0.0937280531 

3.3611474401 

1.2752422354 

-1.5309777594 

0.4077117759 

20.7706409258 

1.732050807568 

1.495348781221 

1.901623404084 

1.893923277888 

1.954777493792 

1.992211007792 

1.985483211714 

1.995010880870 

1.998634135542 

1.996749737389 

1.999829743244 

1.998758806916 

2.000006649905 

1.999990952659 

1.999946089818 

1.999995713264 

1.999993440699 

1.999976553821 

1.999999895090 

1.999999061459 

1.999999422170 

1.999999256397 

2.000000005109 

0.267949192431 

0.504651218778 

0.098376595915 

0.106076722111 

0.045222506207 

0.007788992207 

0.014516788285 

0.004989119129 

0.001365864457 

0.003250262610 

0.000170256755 

0.001241193083 

0.000006649905 

0.000009047340 

0.000053910181 

0.000004286735 

0.000006559300 

0.000023446178 

0.000000104909 

0.000000938540 

0.000000577829 

0.000000743602 

0.000000005109  

m 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

m 

 

 

m 

 

 

 

 

 

 

m 

1.570796326794 

1.570796326794 

1.178097245096 

1.374446785945 

1.276272015520 

1.325359400733 

1.325359400733 

1.313087554430 

1.319223477581 

1.319223477581 

1.317689496793 

1.317689496793 

1.318072991990 

1.318072991990 

1.318072991990 

1.318120928890 

1.318120928890 

1.318120928890 

1.318114936777 

1.318114936777 

1.318116434806 

1.318115685791 

1.318116060298 

0.252680255142 

0.252680255142 

0.140018826556 

0.056330714292 

0.041844056131 

0.007243329080 

0.007243329080 

0.005028517222 

0.001107405928 

0.001107405928 

0.000426574859 

0.000426574859 

0.000043079662 

0.000043079662 

0.000043079662 

0.000004857237 

0.000004857237 

0.000004857237 

0.000001134874 

0.000001134874 

0.000000363153 

0.000000385860 

0.000000011353 

m 

 

 

m 

 

m 

 

 

m 
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На рис. 1 показаны значения подходящих дробей непрерывной дроби (7). 
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В предисловии к монографии У.Джоунса и В.Трона “Непрерывные дроби” [142] 

известный американский специалист П.Хенричи особо выделяет два вопроса теории 

непрерывных дробей, которые интересны для современной вычислительной матема-

тики. Один вопрос касается связи между непрерывными дробями и асимптотическими 

рядами. Другой вопрос, на который обращает внимание П.Хенричи, связан с представ-

лением непрерывными дробями различных функций. Непрерывные дроби получили 

достаточно широкое распространение в вычислениях во многом потому, что они часто 

дают гораздо более общие представления трансцендентных функций, чем классиче-
ские аппроксимации степенными рядами. И далее П.Хенричи добавляет с неподдель-

ной грустью: “Превосходные сами по себе эти результаты в настоящее время выглядят 

скорее отдельными жемчужинами, чем  конкретными проявлениями скрывающейся за 

ними общей теории. Конечно, было бы весьма желательно увидеть хотя бы начало та-

кой теории”. 

В 1954 г. вышла небольшая книжка “Михаил Софронов – русский математик се-

редины XVIII века” [419], написанная академиком В.И.Смирновым и историком мате-

матики Е.С.Кулябко, в которой повествовалось о судьбе одного из первых русских ма-

тематиков. Среди четырех опубликованных в книге работ Михаила Софронова одна 

имеет название: “Рассуждение о применении непрерывных дробей для нахождения 

квадратных и биквадратных корней и т.д.” 
В.И.Смирнов и Е.С.Кулябко пишут в связи с этой работой: “М.Софронов не за-

нимается доказательством сходимости соответствующих подходящих дробей к истин-

ному значению корня. С этим связано парадоксальное представление мнимой величи-

ны в виде вещественной непрерывной дроби в последнем параграфе рассматриваемой 

работы.” 

Приведем этот небольшой параграф из работы М.Софронова. 

“Применим сказанное об иррациональных и рациональных числах к мнимым ве-

личинам.  Предположим, что нам дана мнимая величина a , которую нужно пре-

вратить в непрерывную дробь. На основании доказанного выше, будет либо 
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Рис. 1.  Значения подходящих дробей непрерывной дроби (7). 
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и т.д., 

(9) 
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или – в частном примере – будет равно: 
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Этого я в настоящее время не исследую. Этот параграф находится в противоре-
чии с мнением славнейшего Г.Кюна, который доказывает в III томе наших “Коммента-

риев”, что мнимые величины реальны и поддаются точному определению. Но об этом, 

как и о прочем, я буду говорить позже, когда получу одобрительное суждение благо-

склонных судей.” 

Благосклонные судьи с одобрительным суждением не торопились. В 1759 г. Соф-

ронова исключают из адъюнктов Академии наук, и как свидетельствуют архивные ма-

териалы Академии − “он умер в большой бедности, замерзнув от сильной стужи              

10 февраля 1760 г. на дороге вблизи проезжего дома на Выборгской стороне”. Тридца-

ти лет от роду, − добавим  к архивной справке. 

Нелишне отметить, что комментировать работу М.Софронова по непрерывным 

дробям авторы книги привлекли Ю.В.Линника − одного из крупнейших специалистов 

в теории чисел, в ту пору члена-корреспондента Академии наук.  Такое обращение “на 
сторону” было не случайно. Можно утверждать, что непрерывные дроби не заняли 

достойного места в математическом образовании. Этот феномен сложно объяснить с 

рациональных позиций. Но факт остается фактом. Если, к примеру, в фундаменталь-

ном трехтомном “Курсе дифференциального и интегрального исчисления” 

Г.М.Фихтенгольца рядам в общей сложности отводился едва ли не целый том, то не-

прерывным дробям - “ни полслова”, если вспомнить знаменитые строчки Дениса Да-

выдова, в которых тот сокрушался, правда, по совсем иному поводу. Были проигнори-

рованы цепные дроби и в монументальном пятитомном “Курсе  высшей  математики” 

самого В.И. Смирнова.  Не упоминались они и в более поздних курсах математическо-

го анализа Л.Д. Кудрявцева и  С.М. Никольского,  равно  как  и в бесчисленном мно-

жестве других “Курсов”. 
Если изучать численные методы по университетским и вузовским учебникам, а 

также обращаться к специальной литературе по вычислительной математике, то окон-

чив курс наук, вполне можно остаться на всю жизнь в твердом убеждении, что ника-

ких цепных или непрерывных дробей в природе не существует. В предметном указа-

теле к книге Г.И.Марчука “Методы вычислительной математики” [321] на букву “Ц” 

имеется единственная строка: 

“Ценность субстанции 359”. 

и т.д. и т.д.  до бесконечности.  

(10) 

и т.д., 
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Здесь вспоминается, что результаты непреходящей ценности в изучении субстан-

ций были получены средневековыми учеными. 

Между тем, непрерывные дроби −  математический аппарат неизмеримо более 

мощный, чем ряды. Об уникальных возможностях рациональных функций, к которым 

приводит свертка цепных дробей, пишет Р.Хемминг в монографии “Численные мето-

ды”[467]. О непрерывных дробях заговорили, когда западные физики-теоретики с 

удивлением обнаружили, что таблицы Паде, то есть дробно-рациональные аппрокси-
мации, могут с большим эффектом применяться при решении насущных задач, причем 

тех, для решения которых прекрасно знакомый аппарат рядов оказывался совершенно 

бесполезным. 

 Вернемся, однако к работе М.Сафронова. Ю.В.Линник довольно сложным прие-

мом доказывает расходимость непрерывной дроби (10) при а > 0, и добавляет в скоб-

ках: (что ясно и из того, что она – непрерывная дробь (10) – не может быть мнимым 

числом).  

И все же, как следует понимать слова М.Софронова, завершающие небольшой 

параграф его работы, в котором приведены непрерывные дроби, представляющие 

мнимые числа?  Очевидно, М.Софронов понимал необычность ситуации. С одной сто-

роны, в разложениях 9 и 10 имеем мнимые числа, которые усилиями не только слав-

нейшего Г.Кюна, но и гениального Эйлера и других математиков первой половины 
XVIII века, прочно обосновались в математическом анализе, а с другой – непрерывные 

дроби из звеньев, включающих лишь действительные числа. Естественно, подходящие 

дроби разложения 9 и 10 могут составлять только действительную последователь-

ность. Как такая последовательность действительных чисел может в том или ином 

смысле представлять мнимое число  a  Софронову, возможно, еще не вполне было 

ясно. Но не вызывает сомнения, что странные непрерывные дроби 9 и 10 не очень 

смущали молодого математика. Он собирался на сей счет высказаться.  

С аналогичной ситуацией мы столкнулись два века спустя. 

В 1948г. таганрогский математик Аким Захарович Никипорец (1896 – 1972) запи-

сал предел, имеющий, казалось бы, лишь формальный характер [544]: 
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В самом деле, из формулы Эйлера 
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Подходящие  дроби  непрерывной  дроби  (12) определяются следующим обра-

зом: 
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При  n    ∞  можно  прийти  к  непрерывной  дроби 

* 1 1 1
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... ...2cos 2cos 2cos
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  В  выражении  (14)  над  знаком  равенства  стоит  «звездочка»,  которая  означа-

ет,  что  это  равенство  ни  есть  равенство  в  традиционном  понимании.  Смысл  «ра-

венства»  (14)  будет  разъяснен  ниже,  после  чего  к  «звездочке»  прибегать  не  бу-

дем,  чтобы  не  загромождать  записи  комплексных  чисел  непрерывными  дробями  

с  вещественными  элементами. 

Формула (11) долгое время не поддавалась рациональному объяснению. Парадок-

сальность выражения (11) очевидна. Как разгадать этот ребус? Мало - помалу пришло 

понимание, что используя непрерывную дробь  (14) мы можем восстановить ком-

плексное число  
ie , которое  “представлено” этой непрерывной дробью. Изобразим 

графически несколько значений первых подходящих дробей непрерывной дроби (14). 

Используя выражение (13)  для подходящих дробей разложения (14), можем записать 
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Очевидно, с ростом номера n угол )1( n станет больше угла  : 
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Этот момент может быть зафиксирован, так как подходящая дробь Pn /Qn примет 

отрицательное значение. Следовательно, перемещение радиуса – вектора от угла φ  до 

угла (n+1) φ, несколько превышающего значение π, дает возможность, пусть и при-

ближенно, определить аргумент комплексного числа   ie , представленного  цепной 

дробью (14). 

Продолжая наблюдение за значениями подходящих  дробей (13), запишем фор-

мулу, по которой можно приближенно определить аргумент φ0  комплексного          

числа 0ie : 

n

k *

n






0

 ,                                                     (15) 

где  kn – количество подходящих дробей, имеющих отрицательное значение из общего 

  числа  п  подходящих дробей разложения (14), 

       φ* –  некоторый угол, причем,  φ* <  φ0.     

Если п → ∞, то формула (15)  примет вид 

n

k
lim n

n
 

0
 . 

Рассмотренная выше процедура позволяет установить однако не значение аргу-

мента комплексного числа 0ie , а модуль этого аргумента, то есть 

0
 

 n

k
lim n

n
 .                                                    (16) 

Знак аргумента комплексного числа 0ie  определяется из динамики распределе-

ния значений подходящих дробей (14) на “периоде”.  

Эти правила определения знака установлены после калибровки на тестовых цеп-

ных дробях, имеющих комплексные значения [521]. 

На рис. 2 и 2а показано распределение значений подходящих дробей nn QP  раз-

ложений (17) и (18) в зависимости от номера n. 
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Рис.2.  Распределение значений подходящих цепных дробей (17) и (18). 

Из цепной дроби (14), представляющей комплексное число ie , можно получить, 

помимо аргумента, модуль этого комплексного числа, равный единице. Именно, опи-

раясь на предел Никипорца (11), была предпринята попытка обосновать новый подход 

к суммированию расходящихся в классическом смысле непрерывных дробей. 
В [520] приведены некоторые другие алгоритмы, позволяющие находить значе-

ния расходящихся непрерывных дробей. Поэтому сформулируем более общий подход 

к сходимости непрерывных дробей [521]: 

Непрерывная дробь с произвольным графом является сходящейся, если сущест-

вует алгоритм, позволяющий по последовательности подходящих дробей {Pn/Qn}, 

n , определить с любой точностью значение исходной непрерывной дроби, кото-

рое, т. е. значение, собственно, и представляется этой непрерывной дробью. 

Легко заметить, что в идейном плане такой подход к сходимости непрерывных 

дробей, в [521] названый сходимостью по Никипорцу, весьма близок к подходу Эйле-

ра при суммировании расходящихся рядов. В “Дифференциальном исчислении” Эйлер 

пишет: “Мы скажем, что сумма некоторого бесконечного ряда есть конечное выра-

жение, из разложения которого возникает этот ряд”. 

Мы исходили из того, что бесконечная последовательность подходящих дробей 

разложения несет информацию о значении непрерывной дроби. В случаях, когда не-

прерывная дробь сходится в классическом смысле, эта информация о значении непре-

рывной дроби считывается непосредственно, – ответ содержится в самих подходящих 

дробях. В так называемых расходящихся непрерывных дробях информация о значении 
непрерывной дроби зашифрована и необходимо использовать некоторый алгоритм, то 

есть иметь ключ к коду, чтобы прочесть это закодированное сообщение о значении 

непрерывной дроби. При суммировании по Никипорцу для установления значений не-

прерывных дробей используется упоминавшийся выше r - алгоритм. 

Сходимость по Никипорцу эффективно используется также при нахождении зна-

чений расходящихся рядов. В литературе по непрерывным дробям давно отмечено, 

что медленно сходящиеся и даже расходящиеся ряды могут быть просуммированы 

преобразованием этих рядов в непрерывные дроби. Именно это свойство непрерывных 

дробей было использовано при построении эффективного итерационного метода ре-

шения систем линейных алгебраических уравнений, который был описан в недавно 

вышедшей книге [550]. Известный историк математики Клод Брезински отмечал [694]: 

“Самое трудное − это, видимо, убедить людей, занимающихся итерационными мето-
дами, использовать процесс ускорения сходимости”. 

20 ,ie 20 ,ie
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Суммирование рядов через расходящиеся в классическом смысле соответствую-

щие цепные дроби названо суммированием рядов по Никипорцу [519]. 

В качестве примера запишем значение расходящегося ряда, связанного с инте-

гральной показательной функцией, которое установлено через соответствующую цеп-

ную дробь при помощи r -алгоритма: 
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Здесь следует отметить, что непрерывные дроби тесно связаны с аппроксимация-

ми  Паде, которые, как утверждается в [32], стали главным вычислительным средством 

в задачах статистической механики и физики твердого тела. Поэтому существенные 

результаты, полученные в теории непрерывных дробей, в частности, в вопросах схо-

димости, могут быть использованы в аппроксимациях Паде. 

Выше уже отмечалось, что r - алгоритм применим не только к классическим 

непрерывным дробям, но и к непрерывным дробям иных классов, например, к непре-

рывным дробям Хессенберга. 
Несколько слов о непрерывных дробях Хессенберга. Непрерывными дробями 

Хессенберга были названы непрерывные дроби, задаваемые отношением определите-

лей матриц Хессенберга, для которых характерна одна поддиагональ элементов [520]. 

Дроби Хессенберга – своеобразные непрерывные дроби, звенья которых распростра-

няются не только “вниз”, но и “вверх”. Кроме того, числители и знаменатели подхо-

дящих дробей удовлетворяют линейным рекуррентным соотношениям n-го порядка. 

Непрерывные дроби Хессенберга следует рассматривать как обобщение обыкновен-

ных цепных дробей, для числителей и знаменателей подходящих дробей которых 

имеют место рекуррентные соотношения второго порядка, – рекуррентные формулы 

Валлиса. Непрерывные дроби Хессенберга впервые описаны немецким математиком 

Фюрстенау в 1874 г. [871]. 
В [514] было показано, что периодической непрерывной дробью Хессенберга ес-

тественным образом представляется корень алгебраического уравнения n-й степени. 

Под периодической непрерывной дробью Хессенберга будем понимать отношение оп-

ределителей матриц Хессенберга, когда каждая i-я диагональ матрицы содержит один 

и тот же элемент i . Структура матрицы Хессенберга при этом становится аналогич-

ной структуре матрицы Теплица, в которой на диагоналях, параллельных главной, 

располагаются одинаковые элементы.  

Важно подчеркнуть, что периодические непрерывные дроби  Хессенберга всегда 

сходятся к вещественному или комплексному корню соответствующего алгебраиче-

ского уравнения. Если корни комплексные, то непрерывные дроби Хессенберга, есте-

ственно, расходятся в классическом смысле, но суммируются при помощи r -

алгоритма.  

Таким образом, не может быть расходящихся периодических непрерывных дро-

бей. “Этого не может быть потому, что этого не может быть никогда”, – как сообщал в 
письме к ученому соседу герой первого чеховского рассказа. 
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        Итак, старший по модулю корень алгебраического уравнения степени n 
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может быть представлен непрерывной дробью Хессенберга: 
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Выражение (20) восходит к известному алгоритму Д. Бернулли для отыскания 

старшего по модулю действительного корня алгебраического уравнения. 

Опираясь на формулы Эйткена, появившиеся в работе 1926г. [577], была по-

строена конструкция [514], определяющая i-й корень уравнения (19): 
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. (21) 

Формула (21) – аналитическое выражение, позволяющее представить корни ал-

гебраического уравнения через коэффициенты этого уравнения. Если использовать  

r/φ -алгоритм, то можно находить, как действительные, так и комплексные корни ал-

гебраического уравнения степени п. Как подметил Джеймс Максвелл, “четыре правила 

арифметики можно рассматривать как полное снаряжение математика”.  

Конструкция (21) была названа функцией Никипорца или непрерывной дробью 

Никипорца [520]. Для вычисления подходящих дробей непрерывной дроби Никипорца 

используется рекуррентный алгоритм Рутисхаузера, известный как QD-алгоритм, или 

алгоритм частных и разностей, опубликованный в 1954 г. [398]. Таким образом, фор-

мула (21) вкупе с r/φ - алгоритмом, полностью решают старинную проблему аналити-
ческой записи всех корней уравнений п-й степени по коэффициентам уравнения.  

То обстоятельство, что в формулу (21) входят определители бесконечно высокого 

порядка не должно вызывать дополнительных вопросов, ибо вычисление корня квад-

ратного уравнения 02  qpxx  также связано с бесконечной вычислительной проце-
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дурой, которую можно представить в виде отношения трёхдигональных определите-

лей: 
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Даже беглого взгляда на формулы (20), (21) и (22) достаточно, чтобы заключить, 

что никаких особенностей в формулах, определяющих корни уравнений 2-й, 3-й и 4-й 

степеней – уравнений, решаемых в радикалах, и формулах для корней уравнений 5-й и 

более высоких степеней, нет. Проблему решения алгебраических уравнений именно в 

радикалах можно считать в каком-то смысле искусственной. Но эта проблема привела 

к созданию глубоких математических теорий, прежде всего – теории функций ком-

плексного переменного и теории групп. 

Применение r/φ - алгоритма к непрерывным дробям Никипорца, то есть к конст-

рукции (21), содержащей только действительные коэффициенты алгебраического 

уравнения п–й степени , позволяет “извлечь” из этих конструкций комплексные корни 

этого уравнения, если они, конечно, имеются. Это – парадоксальный результат, не 

вписывающийся в классический подход к представлению комплексных чисел в “явном 

виде” - через выражения, содержащие  . Использование же r/φ - алгоритма позво-

ляет установить комплексность из “поведения” подходящих дробей. В то же время, 

само  появление комплексных корней из конструкций (21)  никакой сенсации не несет, 
комплексные корни алгебраических уравнений известны, по крайней мере, со времен 

Кардано. Иное дело, обнаружение при помощи r/φ - алгоритма комплексных корней в 

бесконечных системах, содержащих действительные коэффициенты [525].  

Итак, в случае алгебраических уравнений комплексные корни “извлекаются” из 

бесконечных конструкций (21), то есть с использованием подходящих непрерывных 

дробей Никипорца, которыми представляется i - й корень полинома. Для бесконечных 

систем линейных алгебраических уравнений аналогом конструкции (21) являются 

формулы Крамера, записываемые соотношением двух бесконечных определителей, то 

есть комплексные корни бесконечных СЛАУ “извлекаются” из бесконечно “расши-

ряющихся” формул Крамера. Дело в том, что для определения i - го комплексного 

корня бесконечных СЛАУ при помощи r/φ - алгоритма нужно получить множество 

значений этого корня из серии СЛАУ различной размерности. Если матрица СЛАУ 
имеет действительные элементы, то значения xi, получаемые из “расширяющихся” 

формул Крамера, будут, естественно, также действительными. По этим действитель-

ным “отсчетам” или, в иной терминологии, по значениям подходящих дробей, при по-

мощи r/φ - алгоритма устанавливаются “истинные” комплексные значения неизвест-

ных  xi  бесконечных СЛАУ, если они имеются. 

Исследование бесконечных систем линейных алгебраических уравнений метода-

ми суммирования расходящихся непрерывных дробей представляется перспективным 

занятием. Идея использования r/φ − алгоритма при решении СЛАУ бесконечно высо-

кого порядка вполне естественна, так как формулы Крамера представляются отноше-

ниями определителей. Но именно отношениями определителей записываются непре-

рывные дроби различных классов. 
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В [499] были предложены «обобщенные» непрерывные дроби: 
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Представление непрерывной дроби отношением определителей квадратных мат-

риц общего вида (23) имеет то основание, что все известные классы непрерывных дро-

бей есть частные случаи непрерывной дроби (23). Например, обыкновенные непре-

рывные дроби, или цепные дроби, могут быть записаны отношением трёхдиагональ-

ных определителей: 
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Ветвящиеся непрерывные дроби [499], или непрерывные дроби Скоробогатько, 

представляются отношением определителей характерной ступенчатой структуры: 
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Выше отмечалось, что способ суммирования расходящихся в классическом 

смысле непрерывных дробей или r -алгоритм возник из экспериментального изуче-

ния расходящихся непрерывных дробей. В книге много таблиц, может быть, более, 

чем обычно случается в книгах математического содержания. Возможно, это вызовет 

некоторую аллергию при чтении. Включение в текст большого количества экспери-

ментального материала было сделано сознательно, ибо математические таблицы рас-

сматриваются как математические факты. Джон-Карло Рота, редактор американской 

Математической энциклопедии, утверждает: “Математика состоит главным образом из 
фактов”. 

Как правило, непрерывные дроби неожиданны и изящны, и их можно долго рас-

сматривать как завораживающий своими гранями кристалл. Хотелось бы надеяться, 

что и читателю созерцание их доставит удовольствие. Например, обозрение таких 

цепных дробей 
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Глядя на цепные дроби (24) и (25), невольно вспоминаются известные слова Лео-

польда Кронекера: “Целые числа сотворил Господь Бог, а все прочее – дело людских 

рук”. 
Около ста лет известна уникальная по красоте формула Рамануджана [516]: 
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Можно предложить, пожалуй, более неожиданную формулу: 
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которая, тем не менее, верна, как показано в [519]. 

Математические факты могут быть зафиксированы не только в виде теорем и от-

дельных формул, но и в столбцах чисел. От фактов не так просто отмахнуться, факты – 

упрямая вещь. Сознавая, что в трактовках таблиц возможны искренние заблуждения, 

мы стремились избегать измышлений гипотез, оставляя большей частью колонки цифр 

без комментариев. Колонки чисел часто красноречивее слов, и уж во всяком случае – 

достоверней. 

Математические таблицы следует рассматривать как экспериментальные данные. 

Великий физик, лауреат Нобелевской премии П.Л. Капица, выступая в 1962 году на 

Общем собрании Академии наук, сказал слова, которые не грех и процитировать [196]:      
“В заключение я хотел бы, чтобы значение и роль хорошего эксперимента запомни-

лась бы вам в словах шутливого афоризма, принадлежащего героине американского 

фильма “Джентльмены предпочитают блондинок”: “Любовь – это хорошая вещь, но 

золотой браслет остается навсегда”. Я думаю, что мы, ученые, можем сказать: теория – 

это хорошая вещь, но правильный эксперимент остается навсегда”. 

Нечто аналогичное отмечал В.И. Арнольд в своём предисловии к книге амери-

канских математиков Р. Грехема, Д. Кнута и О. Паташника “Конкретная математика”: 

“Примеры учат не меньше, чем правила.” 
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Несколько слов об изложении. Мы старательно избегали громоздких формул.     

И не потому, что нас сколько-нибудь затрудняло сооружение конструкций с много-

этажными индексами. Избегали, так сказать, по медицинским показаниям: громоздкие 

формулы мало того, что, как правило, совершенно бесполезны, они к тому же способ-

ны вызвать у читателя стойкую депрессию.  

Теперь о некоторых производственных секретах, ибо путь к воплощению даже 

самой неплохой идеи пролегает через унылую, а порой и вздорную практику. При 
суммировании по Никипорцу необходимо иметь эффективные алгоритмы для по-

строения так называемых соответствующих непрерывных дробей и для вычисления 

длинных серий значений подходящих дробей. Использование для счета классического 

рекуррентного алгоритма (FR-алгоритма) приводит к быстрому переполнению разряд-

ной сетки компьютера, а применение естественной процедуры вычисления непрерыв-

ной дроби “снизу-вверх” (BR-алгоритм) невозможно из-за недопустимо больших вре-

менных затрат при определении серий подходящих дробей. В [521] были детально 

рассмотрены алгоритмы для вычисления длинных серий значений подходящих дро-

бей. Там же изложены различные методы построения соответствующих непрерывных 

дробей. 

В последнее время численный эксперимент все чаще рассматривается как новая 

технология научного поиска в разных областях знания, в том числе такой абстрактной, 
как математика. Становится очевидно: закономерности, лежащие на поверхности или 

на относительно небольшой глубине, в основном уже обнаружены и описаны. Разуме-

ется, это не касается пустопорожних теорем – все их зафиксировать на бумаге никогда 

и никому не удастся. 

О содержании книги. Во введении приводятся некоторые сведения из истории ал-

гебраических уравнений. Обращается внимание на недавно вышедшие монографии, - 

книгу Г.П. Кутищева «Решение алгебраических уравнений произвольной степени» 

[279] и книгу И.Ф. Корчагина «Алгебраические уравнения» [237]. В первой главе рас-

сматриваются применения r/φ-алгоритма при решении разнообразных задач вычисли-

тельной математики и, прежде всего, при суммировании расходящихся непрерывных 

дробей и рядов. Особенно перспективным представляется использование                          
r/φ-алгоритма для решения бесконечных систем алгебраических уравнений и изучения 

так называемых расходящихся разностных схем. В остальных главах книги исследу-

ются различные аспекты применения r/φ-алгоритма для нахождения корней алгебраи-

ческих уравнений. Рассмотрено большое число «классов» алгебраических уравнений, 

определяемых характером коэффициентов уравнений. Привлечение немалого количе-

ства экспериментального материала сделано преднамеренно, ибо именно факты слу-

жат наиболее надежной основой «при измышлении гипотез». 

Джордж Бейкер и Питер Грейвс-Моррис заключили предисловие к своей книге 

“Аппроксимации Паде” [32], можно сказать, расчувствованно: “И последнее, – вся 

книга пронизана безграничной верой в силу метода аппроксимаций Паде”. Столь же 

проникновенные признания можно было бы обратить и в адрес многоуважаемых не-
прерывных дробей, явивших миру свои воистину фантастические возможности. Но, 

похоже, непрерывные дроби в наших с вами признаниях не нуждаются. 

Автор выражает искреннюю признательность доктору технических наук 

Илье Израилевичу Левину и заведующему отделом Южного научного центра Россий-

ской академии наук Евгению Андреевичу Семерникову за полезные обсуждения полу-

ченных результатов. 

 

 

   г. Таганрог,  

11 июля 2011 г.                                                                                 В. И. Шмойлов 
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Предисловие к своей книге “Теория ветвящихся цепных дробей и их применение 

в вычислительной математике” В.Я. Скоробогатько [417] начал словами: “Уже более 

2000 лет математики занимаются изучением цепных дробей. Понятно, что такой 

огромный интервал времени может выдержать только теория, имеющая фундамен-

тальное значение”. Здесь можно внести некоторые формальные уточнения. 

Как отмечают У. Джоунс и В. Трон [142]: “Хотя греки знали об алгоритме 

Евклида, нет сведений о том, что они использовали его для получения непрерывных 
дробей. Первым известным применением непрерывной дроби является приближённое 

выражение для , данное Р. Бомбелли в 1572 г.” 

Что касается алгебраических уравнений, то в предложении 14 книги II “Начал” 

Евклида сформулирована задача решения простейшего квадратного уравнения abx 2 , 

то есть извлечения квадратного корня: “Построить квадрат, равный данной прямо-

угольной фигуре”. 

Во введении приводятся некоторые сведения, из истории алгебраических 

уравнений. В “Послесловии” к своей книге “В мире уравнений” [344]                             

В.А. Никифоровский отмечает: “Самое интересное в этой истории состоит в том, что 
рассматриваемая проблема для практических нужд разрешена давно: разработаны 

методы приближённого решения уравнений, позволяющие находить корни их с любой 

заданной точностью. Но приближённые методы на уравнения с буквенными 

коэффициентами не распространяются”. Далее В.А. Никифоровский пишет: “Более 

двух тысяч лет всю математику составляли алгебраические уравнения и геометрия, 

проблемы их питали математику, стимулировали её развитие. Многие математики, 

включая Эйлера, Лагранжа, Абеля, Галуа, некоторое время считали, что уравнения 

выше четвёртой степени могут быть решены в радикалах; нужно лишь  приложить 

усилия, чтобы получить необходимые формулы ”. 

Три столетия напряжённых поисков понадобились на то, чтобы убедиться: 

решения в радикалах для уравнений выше четвёртой степени не существуют. На 

протяжении девятнадцатого века предпринимались многочисленные попытки решения 
алгебраических уравнений при помощи высших трансцендентных функций. В 1884 г. 

Ф. Клейн в “Лекциях об икосаэдре и о решении уравнений пятой степени” [284] писал: 

“Что касается уравнения пятой степени, то, к сожалению, в учебниках обыкновенно 

ограничиваются констатированием того отрицательного результата, что такое 

уравнение невозможно решить с помощью радикалов, присоединяя к тому ещё 

туманное указание на то, что решение становится возможным посредством 

эллиптических функций”. 

В книге будет показано, что все корни алгебраического уравнения n-й степени 

аналитически могут быть выражены через функции Никипорца. Следует, однако, 

добавить: “ Вкупе с r/ алгоритмом.” 
 1. Можно считать, что история алгебраических уравнений прослеживается от 

папируса Ринда. Этот папирус египтологи относят к XVIII в. до н.э. Ринд – английский 
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египтолог, который в 1858г. приобрел свиток длиной 5,25 м. и шириной 0,33 м. и 
способствовал введению этого источника в научный оборот. Как оказалось, папирус 

имел математическое содержание, в нем  излагались 84 задачи. 

 Текст папируса Ринда был расшифрован и издан вместе с немецким переводом и 

комментариями египтологом А.Эйзенлором в 1877г. В папирусе Ринда особое место 

занимают задачи на “аха”, решаемые теперь с помощью линейных уравнений с одним 

неизвестным. Начало решения обозначается словами: “Делай, как делается”. После 

проверки говорится: “Видишь, ты сделал правильно”. Опираясь в изложении нового 

метода суммирования в большей степени на таблицы, мы, таким образом, исповедуем 

принципы составителей папируса. 

 Если от цивилизации Древнего Египта дошли, по существу, всего два математи-

ческих текста – папирус Ринда и Московский папирус, то свидетельств о состоянии 
математики в Вавилоне значительно больше. Среди задач клинописных вавилонских 

математических текстов достаточно много алгебраических, приводящих к системам 

линейных уравнений и уравнениям второй степени. Вавилоняне решали также задачи, 

приводящие к кубическим уравнениям. В трехтомной “Истории математики”, вышед-

шей под редакцией А.П.Юшкевича [558], говорится, что влияние традиций, восходя-

щих к вавилонской алгебре, можно усмотреть в творчестве Герона, Диофанта, а впо-

следствии, ал-Хорезми и других математиков стран ислама, основавших алгебраи-

ческую школу. 

 Отсутствие удобной символики, было, по-видимому, одной из причин, почему в 

древности более широко развивалась геометрия, а не алгебра. По легенде у входа в 

Академию Платона было начертано: “Пусть не входит сюда, не знающий геометрию”.

 Пифагорейцы ставили во главу угла число. “Все есть число”, - известный девиз 
пифагорейцев. Основное достижение пифагорейцев в математике состояло в открытии 

иррациональных величин. Грекам удалось установить, что стороны квадратов, имею-

щих площади, выражавшихся числами 3, 5, 6, 7, ... , несоизмеримы со стороной 

единичного квадрата. Так появились иррациональные числа вида n , где n  не явля-

ется точным квадратом. Открытие несоизмеримых отрезков и иррациональных чисел 

привело математику к понятию бесконечности. 

 В истории математики открытие несоизмеримых в Древней Греции сравнивается 

с созданием неевклидовой геометрии в XIX веке и теории относительности в XX веке. 
По легенде открыл несоизмеримые величины в V в. до н.э. Гиппадий из Метапонта, 

которого пифагорейцы за то, что он внес новшество, противоречившее основам их 

учения о сводимости явлений природы к целым числам и отношениям целых чисел, 

выбросили за борт корабля. 

 Характерную оценку открытия несоизмеримых дал Платон в диалоге “Законы”. 

Афинянин, ведущий диалог, говорит: “Друг мой, Клиний, я и сам был поражен, что 

лишь так поздно узнал то состояние, в котором мы находимся. Мне показалось, что 

это свойственно не человеку, а скорее каким-то свиньям. Я устыдился не только за 

себя, но и за всех эллинов”. Эти слова более выразительны, чем то удивление, которое 

проявил известный Журден Мольера, когда осознал, что говорит прозой. 

 Открытие пифагорейцами несоизмеримых отрезков и иррациональностей потряс-
ло математику того времени. Греки не смогли преодолеть возникших в связи с этим 

трудностей на пути расширения понятия числа и обратились к геометрии. Они стали 

строить всю математику в геометрической форме, что вызвало интенсивное развитие 

геометрии. 

 На пути преодоления трудностей возникших в связи с появлением 

иррациональных,  пифагорейцы стали разрабатывать геометрическую алгебру, 

применявшуюся при доказательстве различных алгебраических соотношений и при 

решении квадратных уравнений. В Древней Греции ни о каком решении квадратных 
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уравнений в привычном нам смысле не могло быть и речи: в те времена 
математическая символика отсутствовала, все уравнения записывались словесно. 

Квадратные уравнения греки решали геометрически, построением.  

 Отсутствие математической символики – одна из причин, почему цепные дроби 

не появились в Греции, хотя алгоритм Евклида, непосредственно приводящий к 

цепным дробям, был известен со времен Евдокса (IV в. до н.э.). Геометрическая 

алгебра содействовала получению древними новых результатов, но впоследствии 

стала тормозить развитие математики. 

 Евдокс Книдский разработал “метод исчерпываний”, усовершенствованный и 

успешно примененный Архимедом. Евдокс основал в математике то направление, 

которое впоследствии превратилось в математический анализ. Метод исчерпывания 

получил свое название в XVII в. Этот метод применялся древними при доказательстве 
теорем, связанных с вычислением площадей и объемов, и считается  первым 

вариантом теории пределов. Школа Евдокса заложила основу, на которой в период 

350г.-200г. до н.э. трудами Евклида, Архимеда, Аполлония была создана греческая 

дедуктивная математика. 

 “Начала” Евклида состоят из тринадцати книг, к которым присоединяют еще две, 

не принадлежащие Евклиду, и написанные во II в. до н.э. и в V в. н.э. В “Началах” из-

ложены планиметрия и стереометрия, теория отношений, теория чисел, метод исчер-

пывания, геометрическая алгебра, дана классификация квадратических иррациональ-

ностей, рассмотрено решение квадратных уравнений.  

 Евклид нашел ограничения, при которых решается уравнение   sxxa  : 

   22as  . 

 В V в. до н.э. возникли три задачи, получившие широкую известность. Это задачи 

об удвоении куба, трисекции угла, квадратуры круга. В современных обозначениях 

задача удвоения куба решается просто. Составляется уравнение 

  ,2 33 ax   

откуда 

  3 2ax  . 

 Задачу о трисекции угла древним математикам не удалось свести к кубическому 

уравнению. Это сделали значительно позже математики стран ислама. Уравнение три-
секции угла имеет вид: 

  034 3  axx . 

 Задача квадратуры круга не может быть сведена к алгебраическому уравнению, 

что было доказано только в XIX веке. 

 И еще одна задача древних сводилась к алгебраическим уравнениям – построение 
правильных многоугольников. Архимед выполнил построение правильного семи-

угольника. Математики стран ислама показали, что эта задача сводится к кубическому 

уравнению. Полное решение задачи о построении правильных многоугольников дал в 

конце XVIII в. К.Гаусс. 

 Во второй книге сочинения “О шаре и цилиндре” Архимед рассмотрел задачу о 

рассечении круга плоскостью так, чтобы объемы полученных частей имели заданное 

отношение  nmnm : . Задача Архимеда сводится к уравнению третьей степени: 
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 Архимед решал и другие задачи, приводящие к кубическим уравнениям. 

 Третий великий математик античности Аполлоний средствами геометрической 

алгебры завершил разработку теории конических сечений. С помощью конических 

сечений греческие математики, в том числе Архимед, решали кубические уравнения. 

Известны три проблемы Аполлония, приводящие к квадратным уравнениям. Напри-

мер, третья задача Аполлония – проблема определенного сечения, сводилась к 

пропорции 

  
  
   n

m

dxcx

bxax





, 

которая дает квадратное уравнение 

       dxcxmbxaxn  . 

 Греки признавали только обычные целые числа и их отношения, поэтому они не 

могли допустить существование таких величин, как 2 . Греки решили возникшую 

проблему, попросту изгнав иррациональные числа: они отказались считать, например, 

2  числом. Однако некоторые математики, прежде всего Архимед, производили 

арифметические действия над иррациональными числами. 

 На фоне упадка античной математики, а по мнению римлян наукой должны были 

заниматься грекулы (гречишки), необъяснимой загадкой, как считают историки 

математики, является творчество Диофанта. Диофант нарушил геометрическую тради-

цию эллинов и возродил и развил алгебру, основы которой заложили египтяне и 

вавилоняне. Время жизни Диофанта – середина III в. н.э. Диофанта считают послед-

ним великим математиком античности. Вместе с тем Диофант был одним из первых 

создателей алгебры, основывающейся не на геометрии, как то было у Евклида, 

Архимеда и Аполлония, а на арифметике. Именно Диофант ввел отрицательные числа 
и пользовался буквенной символикой. 

 Подобно тому, как греки считали, что Бог геометризует, индийцы полагали, что 

Будда арифметизирует. Строгие доказательства греков индийцы заменяли нагляд-

ностью. Индийцы чертежи сопровождали словом “смотри!”. Известно, что индийские 

математики ввели в обращение цифры, называемые арабскими, и позиционную систе-

му записи чисел. Они распространили правила действия над рациональными числами 

на числа иррациональные, производя с ними непосредственные выкладки. 

 При решении задач греки поступали так, чтобы в результате получались положи-

тельные числа. Если этого не происходило, то менялось условие задачи. Индийские 

математики в аналогичных ситуациях либо отбрасывали отрицательные решения, либо 

истолковывали их как долг. Далее был сделан естественный шаг к установлению 
правил действий над величинами при любом наборе знаков и к установлению наличия 

двузначности квадратного корня и существованию двух корней квадратного урав-

нения 

  cbxax 2 . 

Брахмагупта (598-ок.660) дал правило решения квадратного уравнения, которое 

символически могло быть записано в виде 

  
 

a

bbac
x

22
2


 . 
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 Решение задач с квадратными уравнениями отмечается у Ариабхаты. Эти задачи 
связаны с определением числа членов арифметической прогрессии и сложными 

процентами. Задачи с квадратными уравнениями решал Магавира (814-880). 

 Индийский математик и астроном  Бхаскара II (1114-1185) привел отрывок из 

недошедшего до нас сочинения Шридхары (IX-X вв.), содержащий способ решения 

полного квадратного уравнения. Бхаскара II также изучал уравнения более высоких 

степеней. 

 Около 830г. вышел трактат по алгебре “Краткая книга об исчислении ал-джафа и 

ал-мукабалы” ал-Хорезми (787-850), положивший начало самостоятельному развитию 

алгебры. Трактат содержит теорию и применения линейных и квадратных уравнений. 

В XII веке трактат ал-Хорезми был переведен на латинский язык. В трактате ал-

Хорезми приводились правила решения квадратных уравнений 
 

  222 ,, axcbxbxcaxcbxax  . 

 

 Отыскивались только положительные корни. В качестве примера рассматри-

валось уравнение 

  39102  xx . 

 

 Вслед за ал-Хорезми науку о решении уравнений долгое время именовали алгеб-

рой. Математиков, занимавшихся решением уравнений, Омар Хайям называл алгебра-

истами. 

 Квадратным уравнениям посвятил трактат “Рассуждение об установлении задач 

алгебры с помощью геометрических доказательств” багдадский ученый Сабит ибн 

Корра (836-901гг.). При помощи геометрической алгебры древних греков строил 

корни квадратных уравнений египетский математик X века ал-Мисри. Ал-Мисри 
составил уравнение 

  30032  xx . 

 

 Здесь нарушен принцип однородности, которого неукоснительно придержива-

лись древнегреческие математики. 

 Арабские математики имели значительные достижения в изучении уравнений 

третьей и четвертой степеней. Ал-Махани (IX в.) свел задачу Архимеда о делении 

шара плоскостью на два сегмента в данном отношении к кубическому уравнению 
 

  23 pxrx  , 

 

но не смог решить это уравнение. 

 В X в. арабским математикам удалось ряд физических и геометрических задач 

свести к кубическим уравнениям. Построение стороны правильного вписанного девя-
тиугольника осуществил ал-Бируни (973 - ок. 1050гг.), который свел определение ис-

комой стороны к решению кубических уравнений 

 

  xxxx 31,31 33  . 

 

 В “Книге оптики” Ибн ал-Хайсама (965г.-1039г.) встречается задача об определе-

нии места отражения светящейся точки от цилиндрического зеркала, которая сводится 

к уравнению четвертой степени, решавшемуся геометрически. 
 Если у древних греков задачи, приводящие к кубическим уравнениям, появлялись 

эпизодически, то арабские математики накопили значительный материал, который был 
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систематизирован Омаром Хайямом (ок. 1048-ок. 1123). Омар Хайям широко известен 
как автор знаменитых четверостиший. Хайям предложил прием извлечения корня 

степени n. Как предполагают, Хайям знал формулу разложения бинома. 

 В рукописи первого алгебраического трактата Хайяма приводится кубическое 

уравнение 

  200020200 23  xxx .  

 Хайям указал, что это уравнение не может быть решено с помощью “плоской 
геометрии” из-за присутствия куба неизвестной. Таким образом, Хайям впервые 

высказал утверждение о невозможности решения уравнения третьего порядка в 

квадратичных иррациональностях, то есть о невозможности построения корней 

кубического уравнения циркулем и линейкой. Это утверждение в 1637г. высказы-

валось Декартом и было доказано в 1837г. французским математиком П.Л.Ванцелем 

(1814-1848). 

 Хайям перечислил 25 форм канонических уравнений первой, второй и третьей 

степеней. Они представлялись словесно, например: “Куб и корни равны числу”. Хайям 

выделил 14 форм кубических уравнений. Он отметил, что первый тип  qrx 3  был 

рассмотрен еще древнегреческими математиками, что уравнение второго типа 

 rpxx  23  изучал Ибн-Ирак, уравнение четвертого типа  23 pxrx   - ал-Хазин, что 

уравнение девятого типа  23 pxrqxx   рассматривал Абу ал-Джуд. 

 Хайям, занимаясь упомянутым кубическим уравнением, произвел построение его 

корня, как пересечение окружности   xxy  20102   и равносторонней гиперболы 

 10210  xxy . Хайям также отмечал: “Если кто хочет найти решение этого 

уравнения при помощи арифметики, то для этого нет пути”. В своих исследованиях 

Хайяму впервые удалось установить наличие двух корней кубического уравнения. 

Возможности трех корней Хайям не заметил, это сделал лишь в XVI веке Д.Кардано. 

 Хайям исследовал кубическое уравнение 

  23 pxrx  , 

которое встречается еще у Архимеда. Хайям произвел построение корней этого урав-

нения при помощи параболы  xpry  32  и равносторонней гиперболы 3 2rxy  . 

Ветви этих кривых могут пересекаться, касаться и не иметь общих точек. 

 Идеи исследования кубических уравнений, принадлежащие Хайяму, развивал   

алКаши (XV в.), распространивший метод геометрических построений на уравнения 
четвертой степени. 

 Английский математик Вильямс Джордж Горнер (1786-1837) в 1819г. опубли-

ковал способ приближенного вычисления вещественных корней многочлена, который 

называется теперь способом РуффиниГорнера. Горнер, как замечает Стройк [339], 
по-видимому, не знал, что он обнаружил метод, имеющий давность около тысячи лет. 

При этом Стройк упоминает книгу китайского математика Цинь Цзю-шао, решавшего 

уравнения методом, являющимся обобщением метода последовательных прибли-

жений, применявшимся ещё ранее в “Девяти книгах” для вычисления кубических 

корней. Стройк отмечает, что Цинь, книга которого датирована 1247г., занимался 
также численным решением уравнений высших степеней. В книге Ян Хуэя (1261г.) 

можно найти самые давние из дошедших до нас изображений треугольника Паскаля. 

 Метод Горнера встречается в книге ал-Каши из Самарканда (около 1420г.). 

 2. Первым европейским математиком, которому удалось внести в математику 

свой вклад, был Леонард Пизанский или Фибоначчи (1180-1240), написавший “Книгу 

абака”, длительное время служившую основным трудом, по которому изучали 

математику. 
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 В “Книге абака” линейные и квадратные уравнения изложены с небывалой стро-
гостью и полнотой. Неизвестную величину Леонардо называет res (вещь) или radix 

(корень). Фибоначчи получил важный результат: он доказал, что уравнение 

 

  20102 23  xxx  

 

не может иметь целых положительных корней и что корни этого уравнения не 
представимы в виде иррациональностей, рассмотренных Евклидом. 

 Современник Фибоначчи Иордан Неморарий (XIII в.) решал квадратные уравне-

ния в общем виде. 

 Французский епископ Николь Орем (1323-1382), доказавший расходимость гар-

монического ряда 

  ...
4

1

3

1

2

1
1  , 

 

рассматривал дробные степени числа, например 234121 ,, aaa . 

 Извлечением корней на основе биномиальной формулы до 8n  занимался 

П.Апиан (1495-1552). М.Штифель (1486-1567) привел таблицу коэффициентов до 

18n  и назвал эти коэффициенты биномиальными. 

 Выдающимся алгебраистом своего времени был монах-францисканец, друг Лео-

нардо да Винчи, Лука Пачоли (ок. 1445- ок. 1514). Раздел “Суммы”, посвященный ал-

гебраическим уравнениям, Пачоли закончил замечанием о том, что для решения куби-

ческих уравнений 

  baxx 3   и  axbx 3  

 

“искусство алгебры еще не дало способа, как не дан еще способ квадратуры круга”. 

 Итак, как ни значительны были достижения греческих, индийских, арабских и 

западноевропейских математиков, крепость, содержащая уравнения третьей и 

четвертой степени, оставалась неприступной. 

 Развитию алгебры несомненно способствовало введение удобной математической 

мнемоники [6]. Историк математики Энестрем зафиксировал первое употребление 

слова plus, как обозначения действия сложения, в итальянской алгебре XIV в. Сначала 

действие обозначали первой буквой слова р. Шюке, например, писал p  и m               

для “+” и “–.” Такими же обозначениями, или записью p  и m , пользовались и другие 

математики, например Пачоли. Современные “+” и “–” появились в Германии в 

последнее десятилетие XV в. в книге Видмана, которая была руководством по счету 

для купцов – “Behende und Rechnung auf allen Kaufmannschaft”, 1489г. Вместе с тем,  и 

после первого появления этих знаков на страницах математических книг еще более 
века в роли плюса и минуса выступали самые различные значки. Некоторые авторы 

предпочитали испытанные р и т. Знаки р и т для обозначения операций сложения и 

вычитания использовал и Бомбелли в своей “Алгебре” 1572г., в которой, как известно, 

в явном виде впервые появляются цепные дроби. Хотя при написании именно цепных 

дробей вместо “+” Бомбелли использовал знак & [479]. Следует добавить, что из 

современных знаков деления старейший – горизонтальная черта, она встречается у 

Фибоначчи. Двоеточие введено в “Арифметике” Джонса (1633г.), знак умножения в 

виде косого креста “ ” предложил Оутред в книге “Ключ к математике” (1631г.). 

 Немецкие алгебраисты – “коссисты” (от слова Coss – вещь, неизвестная 

величина) ввели не только знаки “+” и “–”, но также и знаки для неизвестной, ее 

степеней и свободного члена. “Коссические знаки” получили распространение во 

многих странах Европы. 
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 3. В.А.Никифоровский в своей книге “В мире уравнений” [344], пишет: “XVI в. в 
алгебре, да и во всей математике, ознаменован величайшим открытием – решением в 

общем виде уравнений третьей и четвертой степени. Эта проблема занимала 

математиков около двух тысяч лет, ее разрешение было подготовлено всем ходом 

развития науки”. 

 Среди итальянских университетов того времени одно из первых мест занимал 

университет Болоньи. С 1496г. по 1526г. профессором математики в нем был Сципион 

дель Ферро (1456-1526). Известно, что в 1505г. Ферро нашел решение кубического 

уравнения вида 

  0,,3  babaxx . 

Стройк [426], ссылаясь на авторитет Бортолотти, опубликовавшем серию работ, 

посвященных итальянским математикам шестнадцатого и семнадцатого веков, пола-

гает, что дель Ферро решил все три типа уравнений 

,0,,,, 333  baaxbxbaxxbaxx  

к которым можно свести общее кубическое уравнение. 

 Свое решение дель Ферро не опубликовал, а сообщил зятю и приемнику по 

должности Аннибалу делла Наве и одному из учеников – Фиоре. Фиоре неоднократно 
участвовал в “диспутах” – соревнованиях математиков, на которых решались задачи с 

числовыми данными. На этих диспутах он пользовался сообщенным ему методом 

решения уравнения 

  baxx 3 . 

 В “диспуте” 12 февраля 1535г. Фиоре встретился с Николо Тартальей (1500-
1557), настоящая фамилия которого, как предполагают историки, была Фонтана. Бед-

ность не позволила Тарталье получить достаточное образование. В книге “Вопросы и 

различные изобретения” Тарталья писал: “У меня не было другого наставника, кроме 

спутницы бедности - предприимчивости”. Здесь вспоминается, что львовский 

профессор В.Я.Скоробогатько не раз приводил на семинарах пословицу: “Голь на вы-

думки хитра”. 

 Тарталье было известно, что Фиоре владеет секретом решения кубических урав-

нений и он “... приложил все рвение, прилежание и искусство, чтобы найти правило 

решения этих уравнений, и это удалось за десять дней до срока благодаря счастливой 

судьбе” [128]. В день диспута Тарталья за два часа решил все задачи Фиоре. Через 

день после диспута Тарталья решил также уравнение 

  0,,3  babaxx . 

 И вновь В.А.Никифоровский прибегает к превосходной степени: “Это было 

величайшим открытием. Надо обладать достаточным мужеством, чтобы взяться за 

задачу, не поддававшуюся усилиям выдающихся математиков около двух тысячеле-

тий”. 

 На этом изучение кубических уравнений не закончилось. Завершил построение 

алгоритма их решения итальянец Джироламо Кардано (1501-1576) – замечательный 

представитель эпохи Возрождения. По образованию Кардано был врачом. В напи-

санной в конце жизни “Автобиографии” Кардано упоминает, что им разработаны 
приемы лечения около 500 болезней. Близкие Кардано прочили ему непродолжитель-

ную жизнь. Уверовав в это, Кардано старался написать как можно больше, чтобы оста-

вить о себе память. Изданное в 1633г. в Лионе собрание сочинений Кардано составило 

10 больших томов. Его книги имеют энциклопедический характер. В истории науки и 

техники, кроме формул Кардано, известны карданов вал и карданов подвес.  
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 Хрестоматийна история появления “формул Кардано”. В начале 1539г. Кардано 
задумал написать книгу по математике, которая представляла бы свод всего 

известного в арифметике и алгебре. Ему хотелось поместить в книгу и уравнения 

третьей степени. Он понимал, что формулы решения кубического уравнения были бы 

лучшим украшением его книги, решающей ступенькой к известности. Кардано 12 

февраля 1539г. отправил Тарталье письмо с просьбой сообщить метод решения. Уже 

18 февраля, в сроки немыслимые по теперешним временам, если обращаться к услугам 

почты, Тарталья прислал ответ, но о методе решения уравнений третьей степени 

ничего не говорилось. 25 марта Тарталья приехал в Милан и встретился с Кардано. 

Кардано поклялся “на святом Евангелии и как истинно благородный человек” никому 

не открывать секрет решения, и Тарталья под впечатлением клятвы сдался. “Если бы я 

не поверил такой клятве, - писал позже Тарталья, - то сам стал бы человеком, недо-
стойным доверия”. 

 В стихотворной форме Тарталья указал решение уравнения 

 

  0,,3  babaxx   

в виде 

  33 vux  , 

где  33, auvbvu  , откуда  u  и  v отыскиваются как корни квадратного уравне-

ния. 

 Кардано в стихотворении Тартальи не разобрался и 9 апреля 1539г. обратился к 

Тарталье с просьбой дать разъяснения. Книга Кардано “Практика общей арифметики” 

вышла в 1539г. без “великого алгебраического секрета Тартальи”. 

 В 1545г. вышла в свет знаменитая книга Кардано “Великое искусство, или об 

алгебраических преобразованиях”. Кардано на этот раз проигнорировал свою горячую 

клятву и опубликовал решение Ферро-Тартальи, указав, правда, что именно Тарталье 

принадлежит честь открытия “такого прекрасного и удивительного, превосходящего 

человеческое остроумие и все таланты человеческого духа, истинно небесный дар, 
такое доказательство силы ума, его постигшего, что уже ничто не может считаться для 

него непостижимым”. Несмотря на столь витиеватое признание заслуг Тартальи, с той 

поры формула для решения уравнений третьей степени носит имя Кардано. 

 Вывод формулы Кардано 
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может показаться простым, но надо помнить, что задача ждала своего разрешения 

около двух тысячелетий. Если 0
274

32


pq

, то квадратный корень в формуле Кардано 

дает мнимое число. Этот случай получил название неприводимого. С этим случаем не 

справились ни Тарталья, ни Кардано. Вопрос вполне прояснился, когда Виет записал 

решения кубического уравнения в тригонометрической форме. У Кардано впервые 

встречаются комплексные числа, которые он называл “чисто отрицательными”. 

 Книга Кардано “Великое искусство” примечательна и тем, что в ней впервые 

было опубликовано решение уравнения четвертой степени. Открыл метод решения 

уравнений четвертой степени двадцатитрехлетний ученик Кардано Луиджи Феррари 

(1522-1565). Феррари привел общее уравнение четвертой степени к уравнению 

  024  cbxaxx , 

для которого дал формулы нахождения корней. 
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 Еще при жизни Кардано была предпринята успешная попытка рассмотреть 
неприводимый случай. Осуществил ее инженер-гидролог из Болоньи Рафаэль Бомбел-

ли (1526-1572). В 1572г. Бомбелли издал “Алгебру”, в первой книге которой исследо-

вал уравнение 

  qpxx 3 . 

 

 Бомбелли писал, что если 
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после извлечения из нее квадратного корня “не может быть названа ни плюсом, ни 

минусом; поэтому я буду называть ее плюсом минуса, а в тех случаях, когда она 

должна вычитаться, я буду ее называть минусом минуса. Корни покажутся многим 

скорее софистическими, чем имеющими действительное значение; того же мнения 

придерживался и я, пока не нашел доказательства на линиях”[128]. Бомбелли указал 

правила действий с мнимой единицей 

   

  ii 1 , 
 

   ii 1 , 

   1 ii , 
 

   1 ii , 

   1 ii ,    1 ii . 

 

 Во второй книге “Алгебры” Бомбелли удалось показать, что в неприводимом 

случае кубическое уравнение имеет действительные корни. 

 4. Важнейший этап в развитии теории уравнений – творчество математика 

Франсуа Виета (1540-1603). Виет дал полное изложение вопросов, связанных с 

решением уравнений первых четырех степеней. Виетом были заложены начала теории 
симметрических функций. Он исследовал возможности разложения многочленов на 

линейные множители, что вскоре привело к открытию основной теоремы алгебры - 

теоремы о корнях уравнения произвольной степени. 

 В трудах Виета, которого называют “отцом алгебры”, алгебра становится наукой 

об алгебраических уравнениях, основанной на буквенных обозначениях. Виет впервые 

ввёл (1591г.) буквенные обозначения не только для неизвестных, но и для 

коэффициентов уравнений. Им установлена зависимость между корнями и коэффи-

циентами уравнений - так называемые “формулы Виета”. 

 В тригонометрии Виет нашёл формулу синусов кратных дуг, что дало ему 

возможность решить одно уравнение 45-й степени, которое предложил голландский 

математик Роомен (1561-1615). 

 Виет впервые нашел бесконечное произведение для  : 
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Подобные конструкции исследовал Рамануджан, который привел формулу [128] 

  020sin321...8888  .  
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 Ряды используют операции сложения и умножения, цепные дроби строятся при 
помощи операций сложения и деления. Конструкция Рамануджана включает операции 

сложения и извлечения квадратных корней. Конструкции Виета-Рамануджана можно 

рассматривать как своеобразное обобщение аппарата цепных дробей. 

 Надо отметить, что Виет был первоклассным вычислителем. Он опубликовал 

таблицы тригонометрических функций с шагом 1 . Для вычисления, например, 1sin  

Виету понадобилось найти длины сторон вписанного многоугольника с числом сторон 
1123  и описанного многоугольника с числом сторон 1223 . Можно лишь предполо-

жить, какого труда требовало составление этих таблиц. 

 5. Ближайшими последователями Виета в алгебре были Гарриот, Жирар и 

Оутред. Основной труд Гарриота – “Применение аналитического искусства к решению 

уравнений”, вышел в свет в 1631г., через десять лет после смерти автора. В работе 
Гарриота шло дальнейшее упрощение и развитие математической символики: появи-

лись строчные буквы, знак равенства, при записи уравнений все члены собирались с 

одной стороны. Гарриот, как и Виет, не признавал отрицательных корней уравнений. 

 Главное сочинение Альбера Жирара (1595-1632) – “Новое открытие в алгебре”, 

опубликованное в 1629г. Жирар наравне с положительными корнями, получал отри-

цательные и даже мнимые корни. Так для уравнения 

  0344  xx  

Жирар нашел корни 

  21,1 4,321 ixxx  . 

 Допущение трех видов корней позволило Жирару впервые высказать основную 

теорему алгебры: “Все уравнения алгебры получают столько решений, сколько 

показывает наименование высшей степени”. 

 Жирар продвинул вперед теорию симметрических функций и установил их связь 

с коэффициентами уравнения. Он изучал также степенные суммы корней и первые че-

тыре суммы выразил через коэффициенты. 

 6. Основная идея сочинений Рене Декарта (1596-1650), посвященных алгебре, - 

освобождение алгебры от геометрических построений. Декарт усовершенствовал бук-

венную символику. Он обозначал известные величины буквами ...,,, cba , неизвестные 

величины обозначал буквами ...,,, zyx . Декарт указывал, что уравнения удобно 

записывать в виде   0xP . 

 Декарт окончательно сформулировал основную теорему алгебры: число действи-

тельных и мнимых корней уравнения равно наивысшему показателю степени, 
входящей в уравнение. Справедливость теоремы Декарт аргументировал тем, что при 

перемножении n  двучленов вида ax  получается многочлен степени n . Декарт 

установил так называемое правило знаков для определения числа положительных и 

отрицательных корней. В вопросах решения уравнений Декарт придерживался устано-

вившейся традиции: находил корни уравнений как результат пересечения некоторых 
линий. В самом деле, в заключительной части третьей книги “Геометрия” Декарт 

графически решал уравнения третьей, четвертой, пятой и шестой степени. 

 Выдающийся английский математик Джон Валлис (1616-1703) писал: “Всеобщая 

алгебра является поистине арифметической, а не геометрической, и разъясняется ско-

рее при помощи начал арифметических, а не геометрических”. 

 Основные работы французского математика Мишеля Ролля (1652-1719) посвяще-

ны алгебре. В “Трактате алгебры” Ролль опубликовал свой “метод каскадов”, из 

которого вывел названную его именем  теорему о действительных корнях уравнения. 

Им впервые установлено правило отыскания верхней границы действительных корней 

алгебраического уравнения известное, впрочем, как правило Маклорена. 
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 7. Дальнейшая арифметизация алгебры связана с работами Ньютона (1642-1727). 
Исследования Ньютона по алгебре в основном изложены им во “Всеобщей арифме-

тике” (1707г.). Ньютон подчеркивал различие методов алгебры и геометрии. “Умноже-

ния, деления и тому подобные вычисления, - пишет Ньютон, - введены были в геомет-

рию недавно и при этом неосторожно, в противоречии с основной целью этой науки. 

Всякий, кто рассматривает построения задач при помощи прямой и круга, найденные 

первыми геометрами, легко увидит, что геометрия была изобретена для того, чтобы 

мы, проводя линии, могли с удобствами избегать утомительных вычислений. Поэтому 

не следует смешивать эти две науки”. 

 Во “Всеобщей арифметике” Ньютон вводит определение действительного числа. 

“Под числом мы понимаем не столько множество единиц, сколько отвлеченное 

отношение какой-нибудь величины к другой величине такого же рода, принятой за 
единицу. Число бывает трех видов: целое, дробное и иррациональное. Целое число 

есть то, что измеряется единицей; дробное число измеряется кратной долей единицы; 

иррациональное число несоизмеримо с единицей”. Таким образом, Ньютон дал поня-

тие числа, как базы алгебры и всей математики. 

 При решении уравнений Ньютон учитывал и мнимые корни, называя их невоз-

можными: “Корням уравнений часто надлежит быть невозможными, иначе они 

выражали бы как возможные те частные случаи задач, которые невозможны”. Ньютон 

во “Всеобщей арифметике” по каждому вопросу дает конкретные рекомендации и 

почти не приводит обоснования высказанных правил и теорем, аргументируя тем, что 

“они представлялись слишком легкими, а иногда не могли быть изложены без докуч-

ливых длиннот”. Ньютон использовал запись уравнения, которую  теперь  принято  

называть канонической, т.е. слева писал все члены уравнения, а справа – нуль. Такую 
форму записи предпочитал и Декарт. Ньютон применял известный ранее прием 

образования уравнения умножением двучленов ,,, cxbxax  и т.д., приравнивая 

произведения нулю. Отсюда следовало, что число корней уравнения не может превы-

шать его степени. Ньютон сформулировал правило для определения границ действи-

тельных корней и их приближенного вычисления. В отличие от Декарта Ньютон 

пользовался построениями не для обоснования существования решения той или иной 

задачи, но преследуя цель получить несколько первых знаков корней, чтобы затем 
использовать разработанные им итерационные методы для уточнения значений 

корней. В качестве примера Ньютон решал приближенно уравнение 

  0523  xx , 

получив .09455147.2x  

Ньютон сформулировал алгоритм, позволяющий представить многочлен  xf m2  в 

виде произведения    xx mm  , или установить, что такого представления нет. 

“Всеобщая арифметика” Ньютона оказала значительное влияние на последующее 
развитие алгебры и неоднократно переиздавалась. Начатое Ньютоном построение 

алгебры на арифметической основе развивалось и далее, в связи с чем из книг по 

алгебре исключались геометрические приложения. 

 Творчество Ньютона в некотором смысле подытоживало многовековую работу 

алгебраистов. Уже были найдены способы приведения различных задач к уравнениям, 

решены квадратные уравнения, уравнения третьей и четвертой степеней, определены 

зависимости между корнями и коэффициентами, предложены способы приближенного 

решения уравнений, сформулирована основная теорема алгебры, поставлена общая 

задача решения уравнений в радикалах. Доказывать основную теорему алгебры, 

исследовать проблему разрешимости уравнений в радикалах выпало на долю великих 

ученых XVIII – первой половины XIX веков – Эйлера, Даламбера, Лагранжа, Лапласа, 

Гаусса, Абеля, Галуа. 
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 8. Проблема решения уравнений в радикалах интересовала математиков всех вре-
мен. И сама алгебра до конца XVIII века развивалась как наука о решении уравнений. 

“Алгебра - это, собственно говоря, анализ уравнений, ” – писал в середине девятнадца-

того века Ж.Серре (Joseph Alfred Serret, 1819-1885), член Парижской академии наук. 

Ж.Серре опубликовал двухтомный “Курс высшей алгебры”, в котором была изложена 

теория Галуа. 

 После того как в середине XVI века итальянские математики Тарталья и Феррари 

успешно справились с решением уравнений 3-й и 4-й степени, возникло желание 

решить уравнения и более высоких степеней, а также обобщить некоторые свойства 

уравнений 2-й, 3-й и 4-й степени. Так, уже Кардано в 1545г. знал соотношения между 

корнями и коэффициентами уравнения 3-й степени, аналогичные соотношениям 

между корнями и коэффициентами квадратного уравнения. Виет в своем сочинении 
“О подготовке уравнений к решению”, изданном в 1615г., распространил это свойство 

квадратных уравнений на уравнения высших степеней - 3-й, 4-й и 5-й. 

 В XVII веке активно обсуждался вопрос о решении уравнений степени выше 4. 

Вопрос стоял так: если существуют общие формулы для решения уравнений первой и 

второй степени, если из формулы Кардано не трудно было вывести общую формулу 

решения любого уравнения третьей степени, по способу Феррари или какому угодно 

другому способу то же самое можно было сделать и для уравнения четвертой степени, 

то нельзя ли решить в общем виде и уравнение пятой степени или уравнения еще 

более высокой степени? Проблема решений уравнений  “в радикалах” сводится к 

проблеме нахождения формул, выражающих корни уравнения п-й степени 
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через коэффициенты ia  этого уравнения. Причём, формулы должны были включать 

четыре арифметических операций и радикалы. Подразумевалось, что число операций, 

входящих в формулы, конечно. Условие конечности числа операций было, вообще-то 

говоря, внутренне противоречивым, ибо вычисление даже квадратного корня, входя-

щего в формулы решения квадратного уравнения, не может быть выполнено за 

конечное число арифметических операций, если подкоренное число ни есть точный 

квадрат. 
 Лейбниц весьма интересовался решением уравнений, что можно видеть из его 

переписки с Чирнгаузом (Ehrenfried Walter von Tschirnhaus, 1651-1708). В 1683г.      

Чирнгауз опубликовал в Лейпцигском журнале “Acta Eruditorum” преобразование 

алгебраического уравнения в уравнение той же степени с меньшим числом членов. 

Чирнгауз пытался также найти преобразование уравнения 
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в двучленное 

  0 n
n cy , 

которое разрешимо в радикалах. Чирнгаузу удалось освободиться от первой и второй 

степени х при 3n  и от первой и третьей степени при 4n . Таким образом, для х в 

первом случае получилось двучленное уравнение третьей степени, а во втором случае 

– биквадратное. В конечном счете дело сводилось каждый раз к решению некоторого 

вспомогательного уравнения, которое для 3n  оказывалось квадратным, а для 4n - 

кубичным. Такого рода уравнение, к которому приводится в конечном счете решение 

данного уравнения, впоследствии у Эйлера получило название резольвенты (resolvere - 

развязывать). По аналогии естественно было ожидать, что для 5n  получится резоль-

вента четвертой степени. Однако надежды Чирнгауза не оправдались. Лейбниц писал 

Чирнгаузу по поводу его приема [344]: “Метод находить корни уравнений путем 

устранения промежуточных членов я считаю неподходящим для уравнений высших 

степеней за исключением частных случаев. Я надеюсь это доказать”. Некоторые мате-
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матики не теряли надежды добиться успехов в решении уравнений высших степеней 
методом Чирнгауза. 

 9. Новый метод приближенного вычисления корней алгебраических уравнений 

был разработан Даниилом Бернулли (Daniel Bernoulli, 1700-1782). Занимаясь некото-

рыми задачами теории колебаний, приведшими его к открытию цилиндрической функ-

ции  nJy 20  в форме бесконечного ряда 

  ...
9494

1
4

4

3

3

2

2








n

x

n

x

n

x
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x
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Д.Бернулли отметил, что уравнение   0xy  имеет бесконечно много действительных 

корней и приближенно вычислил значение двух первых с помощью открытого  им  ме- 

 

тода (Commentarii, (1732-1733)1738). Свой метод Д.Бернулли изложил в “Замечаниях о 

рекуррентных последовательностях” (Observationes de sereibes recurrentibus. 

Commentarii. (1728) 1732). 

 Последовательность чисел ,...,...,, 11 naaa  называется рекуррентной, т.е. возврат-

ной, если её общий член na  линейно выражается через определенное число предыду-

щих членов рекуррентной  формулой  

  ....2211 knknnn amamama    

 Рекуррентными называются и степенные ряды, коэффициенты которых образуют 

такую последовательность. К рекуррентным рядам Муавр (Abraham de Moivre, 1667-

1754) пришёл в ходе решения одной задачи теории вероятностей и некоторые 

сведения о них привёл в “Учении о случаях”(1718г.). 

 Рекуррентными являются арифметические последовательности. Другим давно 

известным примером рекуррентной последовательности является геометрическая 
прогрессия. К рекуррентным относится и последовательность чисел Фибоначчи, 

общий член которой определяется соотношением 21   nnn aaa . Ещё Кеплер заметил, 

что отношение 1nn aa  членов этой последовательности стремится к корню   215   

квадратного уравнения 012  xx . Стирлинг, который также изучал рекуррентные 

ряды (1730г.), называл их рядами, возникающими при делении друг на друга целых 

рациональных функций. 

 Алгоритм Бернулли состоит в следующем. Пусть имеется алгебраическое уравне-

ние степени п: 

  0... 1
1

2
1

1  


nn
nnn axxxx  . (1) 

Вводится производящая функция: 

  ......1
...1

1 2

2

1

12

21




m

mn

n

xcxcxc
xxx 

. (2) 

Коэффициенты i  в (1) и (2) совпадают. Коэффициенты nc  последовательности (2) 

могут быть найдены из линейного рекуррентного соотношения 

   nmnmmm accc    ...2211 , 110 ,1  cc . 

Старший по модулю корень алгебраического уравнения (1) 1x , если 1x  - действи-

тельный корень, определяется согласно алгоритму Бернулли как предел: 

  
m

m

m c

c
x 1
1 lim





 . (3) 

Отношение mm cc 1 не всегда стремится к определенному пределу. Очевидно, методом 

Бернулли нельзя определить старший по модулю корень 1x  уравнения (1), если этот 

корень – комплексный. 
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 Д.Бернулли предложил свой метод без доказательства. Исследованию этого мето-
да посвящена 17-я глава первого тома “Введение в анализ бесконечных” Эйлера, где 

выясняются условия применения алгоритма Д.Бернулли. Методом Бернулли 

занимался также Лагранж. Алгоритм Бернулли применим также для нахождения нулей 

рядов. В [448] отмечается, что метод Д.Бернулли имеет более теоретический интерес, 

чем практическое значение. 

 10. Следующий этап развития теории решения уравнений связан с творчеством 

Эйлера, который, как и все предшественники, считал возможным решение уравнений 

любых степеней в радикалах. Резольвенту кубического уравнения baxx 3  Эйлер 

получил, положив 

  33 BAx  . 

Для уравнения четвертой степени 

  cbxaxx  24  

Эйлер рассматривал подстановки 

 

  CBAx   и 444 CBAx  . 

 

и тем самым открыл новый способ решения уравнения четвертой степени. 

 Эйлер в 1732г. пытался получить решение уравнения n-й степени 

 

  gbxaxx nnn   ...21  

при помощи подстановки 

  nnn GBAx  ... , 

где число слагаемых равно 1n . Однако при 5n  Эйлеру удалось найти решение в 

радикалах только для случая возвратных уравнений, которые незадолго до него изучал 

Муавр, установивший, что возвратное уравнение четной степени 2п приводится к 

уравнению степени п и что в случае нечетной степени оно делением на 1x  

приводится к возвратному же уравнению. 

 Тридцать лет спустя, в работе “О решении уравнений любой степени” (De resolu-

tione aequationun cujusvis gradus. Novi Commentarii, (1762-63) 1764) Эйлер приходит к 
иной подстановке 

  nnn nvQvBvAx 12 ...  . 

 

 Эйлер был уверен, что на этом пути можно найти решение любых алгебраических 

уравнений в радикалах, но фактически он решил таким образом только уравнения  

третьей и четвёртой степени и отдельные виды уравнений пятой степени, 

допускающие решение вида 

55 355 42 vDvCvBvAx  . 

 

 Например, для уравнения 

098507240 235  xxxx  

Эйлер получил решение в следующем виде 

 

.710187101873317331
5555

x  

В последствие оказалось, что если уравнения пятой степени разрешимо в 

радикалах, его корень представляется именно в указанном Эйлером виде. Норвежский 
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ученый Нильс Абель в своем доказательстве невозможности решений в радикалах 
уравнения пятой степени общего вида исходил именно из этого выражения. 

 Уверенность Эйлера в том, что всякое алгебраическое уравнение допускает 

решения в радикалах, лежала в основе одного доказательства основной теоремы 

алгебры, предложенного Эйлером в “Исследованиях о мнимых корнях уравнений” 

(1749г.). Эйлер писал: “Итак, вот новое доказательство общей теоремы, которую я 

поставил себе целью здесь доказать и против которого ничего нельзя возразить, кроме 

того, что мы не знаем, как выражены корни уравнений степени выше 4-й. Но это 

возражение не будет иметь никакой силы, если только согласятся со мной, что 

выражения для корней не содержат никаких других операций, кроме извлечения 

корней, не считая четырёх обычных операций, а ведь никто не будет утверждать, что 

туда будут примешаны трансцендентные операции”. После многих бесплодных попы-
ток Эйлер пришел в конце концов к убеждению, что “нельзя дать общее правило, 

позволяющее находить корни уравнений высших степеней” [219]. 

 Эйлер предложил метод приближённого решения некоторых алгебраических 

уравнений, который был основан на идее Ньютона. 

 Два оригинальных метода приближённого решения алгебраических уравнений 

были даны И.Г.Ламбертом. 

 11. Исследования Эйлера продолжил Э.Безу (Bezout Etienne, 1739-1783). Безу 

исходил из того, что уравнение 

  0 axn  

разрешимо в радикалах. 

 В самом деле, одним из корней этого уравнения будет арифметический корень   

n -й степени из а, остальные запишутся в виде 

 

    1,...,2,1,0,2sin2cos  nknkinkrxk  , 

 

где r  - арифметический корень. 

 Выражение 

  nkink  2sin2cos   

определяет корни уравнения 

  0...1
1

1 132 


 n
n

xxxx
x

x
, 

которое в радикалах Безу решать не умел. 

 Безу в мемуарах 1762 и 1765гг. следовал Чирнгаузу и стремился найти 
подстановки, переводящие уравнение общего вида в двучленные. Хотя по отношению 

к уравнениям пятой степени Безу потерпел неудачу, как и его предшественники, но эта 

задача дала повод усовершенствовать общую теорию исключения неизвестных. 

 Шведский математик Бринг (Bring Erland Semuel, 1736-1798) в своей диссертации 

1786г. показал, что всякое уравнение пятой степени можно привести к следующему 

простому виду 

  05  HGxx . 

Ш.Эрмит (Hermit Charles, 1822-1901) использовал трехчленную форму для решения 

уравнений пятой степени в эллиптических модулярных функциях (1858), положив 

начало новым методам изучения  и решения уравнений высших степеней с помощью 

трансцендентных функций. 
 Английский математик Жерар (Jerrard) пришел к тому же результату в 1834г. 

Пользуясь, как и Бринг, преобразованием Чирнгауза, Жерар дал общий способ для 

освобождения от  1n -й,  2n -й,  3n -й степени неизвестного в уравнении степени 

n. Что касается уравнения пятой степени, то, видоизменяя преобразование, можно 
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освободиться от трех любых промежуточных членов, то есть привести уравнение 
пятой степени к виду 

  05  HGxx k , 

 

где k обозначает 1, 2, 3 или 4. Освободится от члена Gxk никому не удалось. 

 12. Установлением границ корней алгебраических уравнений занимался также 

крупнейший английский математик второй половины  восемнадцатого века Эдвард 
Варинг (Warning Edward, 1734-1798). Как свидетельствуют историки математики 

[426], именно Варинг первым установил интерполяционную формулу, известную 

теперь как формула Лагранжа. В 1762г. он опубликовал “Аналитические этюды об 

алгебраических уравнениях и свойствах кривых” (Micellanea analytica de aeqtionibus 

algebraicis et curvarum proprietatibus, Cantabriqiae, 1762). Этот труд был впоследствии 

переработан и разделен на две книги: “Алгебраические размышления” (Meditationes 

algebraical. Ed. 1. Cantabriqiae, 1770) и “Свойства алгебраических кривых” (Proprietates 

algebraicum curvarum.  Cantabriqiae, 1772). 

 Варинг развил далее теорию симметрических функций корней алгебраических 

уравнений. Он явно выразил степенные суммы 
n

S   через коэффициенты и обратно 

(формулы Варинга). Следует отметить, что выражение для 4321 ,,, SSSS  нашёл ещё 

Жирар (1629), а Ньютон (1707) опубликовал рекуррентное соотношение между 

11
,...,, SSS

nn 
. Симметрические функции Варинг использовал для нахождения 

уравнений, корни которого выражаются определенным образом через корни данного. 

 Уравнение, корни которого обратны разностям корней данного уравнения, 

позволило Варингу установить границы действительных корней данного уравнения. 

Для отделения корней исходного уравнения Варинг использовал также уравнение, 

корни которого суть квадраты разностей корней данного. Варинг указал некоторые 

условия существования мнимых корней уравнений третьей, четвёртой и пятой 

степеней. 

 В “Аналитических этюдах” (1762) Варинг предложил идею приближенного 
метода, восходящую ко “Всеобщей арифметике” (1707) Ньютона, где изложен приём 

вычисления наибольшего по абсолютной величине корня уравнения с действительны-

ми корнями как предела последовательности n
n

S2  при n . Прием Варинга заклю-

чается в следующем. Для данного уравнения 

 

  0... 1
2

2
1

1  


nn
nnn axaxaxax  

 

с действительными различными корнями ,...,,, 21 nxxx  расположенными в порядке 

убывания их абсолютных величин, строится уравнение 

 

  0... 1
2

2
1

1  


nn
nnn AyAyAyAy  

 

с корнями .,...,, 2211
k
nn

kk    При достаточно большом четном k  каждое из 

чисел n ,...,, 21  весьма велико по сравнению со всеми, за ним следующими, так что 

равенство 

  121 ... An    

можно заменить приближенным равенством 11 Ak
n  . Аналогично находятся 

,..., 32   с помощью других элементарных симметрических функций. Эта идея Варин-

га была впоследствии успешно разработана независимо друг от друга бельгийским 
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математиком Ж.Д.Данделеном (1826), Н.И.Лобачевским (1834) и учеником Гаусса  
швейцарцем К.Г.Греффе (1837). Этот метод применим к вычислению всех комплекс-

ных корней. 

 13. Как отмечают историки математики, мысль, что уравнение п-й степени имеет 

п корней высказал в 1629г. Альберт Жирар в главном своём труде “Новое открытие в 

алгебре”. Не установлено, была ли книга Жирара известна Декарту. Декарт в своей 

“Геометрии” (1637) ставит вопрос [426]: “Сколько корней может иметь любое 

уравнение?” И тут же отвечает: “Итак, знайте, что всякое уравнение может иметь 

столько же различных корней, или же значений неизвестной величины, сколько 

последняя имеет измерений”, т.е. число корней уравнения может быть равно 

показателю степени уравнения. 

 Маклорен и Эйлер дали в 40-х годах ХVIII в. основной теореме алгебры форму-
лировку, равносильную современной: всякое уравнение с действительными коэффици-

ентами можно разложить в произведения множителей 1-й и 2-й степени с действитель-

ными коэффициентами, иными словами, уравнение степени п имеет п корней, действи-

тельных или комплексных. 

 Основную теорему алгебры называют часто теоремой Даламбера. Жан Даламбер 

(1717-1783) писал: “Алгебра щедра, она часто даёт больше, чем у неё просят”. Эта 

фраза перекликается со знаменитой фразой великого физика Герца: “… в математике 

формулы живут самостоятельной жизнью, порою кажется, что они умнее нас, умнее 

даже своего автора и дают больше, нежели в своё время в эти формулы было вложено” 

[177]. 

 Первое доказательство основной теоремы алгебры было дано в 1746г. Даламбе-

ром и носило преимущественно “аналитический” характер, будучи связано с понятием 
непрерывности. Это вызвало недовольство многих математиков, стремившихся найти 

чисто алгебраическое доказательство [29], основанное на теории уравнений. Три года 

спустя Эйлер дал иное доказательство. Доказательство Эйлера, как и доказательство 

Даламбера, не было лишено недочётов. На это обратил внимание Лагранж, а после 

него Гаусс, предложивший своё первое доказательство основной теоремы алгебры в 

1799г. 

 Гаусс считал теорему о том, что всякое алгебраическое уравнение имеет корень 

столь важной, что дал четыре различных её доказательства, причём последнее в 70-

летнем возрасте. Все доказательства Гаусса не чисто алгебраические. В доказательстве 

1816г. Гаусс использовал комплексные интегралы. Сейчас установлено, что без 

использования свойств непрерывности теорему доказать нельзя, т.е. не существует 
чисто алгебраического доказательства. Основная теорема алгебры относится, таким 

образом, к алгебре в смысле постановки вопроса, а большинство методов её доказа-

тельства в равной мере относится и к анализу. Сейчас иногда перемещают эту теорему 

из алгебры в анализ, ограничивая алгебру теми процессами, которые могут быть 

выполнены за конечное число шагов [38]. Можно лишний раз обратить внимание, что 

даже корни простейшего уравнения, как 02  аx , не могут быть вычислены точно за 

любое конечное число шагов. 
 Первое доказательство Гаусса содержится в докторской диссертации, опублико-

ванной в 1799г.: “Новое доказательство теоремы о том, что всякая рациональная 

функция одного переменного может быть разложена на действительные множители 

первой и второй степени”. Гаусс критиковал доказательства основной теоремы алге-

бры при помощи рассуждений, когда заранее предполагается существование корней 

уравнения. Такой подход, по мнению Гаусса, содержит порочный круг. Гаусс писал: 

“Так как помимо действительных и воображаемых величин 1 ba , нельзя 

представить никаких других видов величин, то не совсем ясно, чем отличается то, что 

надо доказать, от того, что предлагается в качестве основного предложения; но даже 
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если бы можно было придумать еще и другие виды величин, как ...,,, FFF  , то и 

тогда нельзя было бы принять без доказательства, что каждое уравнение удовлетворя-

ется либо действительным значением х, либо значением вида 1 ba , либо вида F , 

либо F   и т.д. Поэтому это предложение может иметь только такой смысл. Каждое 

уравнение может удовлетворятся либо действительным значением неизвестной, либо 

мнимым вида 1 ba , либо, может быть, некоторым значением другого, еще не 

известного вида, либо значением, которое вообще не содержится ни в каком виде. Как 

эти величины, о которых мы не можем составить никакого представления, - эти тени 

теней – должны складываться и умножаться, этого нельзя понять с ясностью, требу-

ющейся в математике ”. [344]. 

 14. Несмотря на то, что комплексные числа используются в математике более 

четырех столетий, они ещё полны тайн. Впечатляюще об этом сказал академик 
Н.Н.Лузин (1883-1950), специалист в теории функций. Он писал [144]: “… осторож-

ным должен быть каждый, кто берётся за работу  в теории функций комплексной 

переменной. Здесь всегда нужно быть, выбирая слова, образы, понятия и знаки, таким 

осмотрительным, как если бы за каждое неудачное слово угрожала смертельная 

казнь”. 

 Можно было бы привести бесчисленное количество цитат, где говорится о нуж-

ности и важности использования комплексных чисел. Ограничимся одной. Американ-

ский физик-теоретик Юджин Вигнер [144] высказался на сей счет следующим обра-

зом: “… использование комплексных чисел в квантовой механике никак нельзя наз-

вать вычислительным трюком прикладной математики, а является необходимым при 

формировании законов квантовой механики. Кроме того, очевидно, не только комп-

лексным числам, а и так называемым аналитическим функциям, предназначено играть 
решающую роль в формировании квантовой теории”. 

Природа комплексных чисел на протяжении столетий было покрыта густой 

пеленой скептицизма. Даже тогда, когда в пользе мнимых чисел почти не сомнева-

лись, всё же не хотели признавать их числами, равноправными с действительными. 

Математики долгое время не могли примириться с фактом наличия мнимых в 

конечном результате при решении той или иной задачи; в этом случае они не были 

уверены в правильном решении задачи. Более терпимо относились к мнимым тогда, 

когда они не фигурировали в условии или в результатах, а появились только в 

процессе решения, как например, при решении кубических уравнений в так называ-

емом неприводимом случае. 

 Разноречивы оценки роли математиков XVIII в. в выяснении природы мнимых. 
Так, известный историк математики Б.А.Розенфельд утверждал, что Эйлер ясно 

представлял себе комплексное число как наиболее общий вид математических вели-

чин, частным случаем которых является вещественное число. Однако, как отмечает 

другой историк математики С.Е.Белозеров [39], автор монографии “Основные этапы 

развития общей теории аналитических функций”, “факты говорят о том, что у Эйлера, 

так же, как и у других математиков XVIII в. оставалось еще много неясностей, связа-

нных с мнимыми. Например, в “Универсальной арифметике” Эйлер о мнимых числах 

говорил, что они не могут причисляться к возможным числам… они являются невоз-

можными (мнимыми) числами… ибо они существуют только в воображении”. Следует 

сказать, что в той же “Универсальной арифметике” Эйлер писал о мнимых: “Хотя сии 

числа, как 4 , по свойству их и совсем невозможны, но однако имеем мы об них 

довольное понятие, зная, что ими означается такое число, которое если само на себя 

помноженное будет, то произведение даст -4, а сего довольно для знания, как с сими 

числами в выкладках поступать надлежит… два невозможных числа, помноженные 

сами собою, произвести могут возможное, или действительное, число”. 
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 Большую роль в выяснении природы мнимых сыграли работы, в которых рас-
сматривался вопрос о корнях алгебраических уравнений. Даламбер, предпринявший 

попытку доказать основную теорему алгебры, писал: “Пусть qbxaxx mmm   ...21  

такой полином, что не существует никакого действительного количества, которое, бу-

дучи поставлено на место х, привело бы к его исчезновению. Я утверждаю, что всегда 

найдется количество 1 gp , подставив которое вместо х, превратим многочлен в 

нуль”. 

 Приведём некоторые подробности, относящиеся к символике и терминологии. 

Мнимую единицу, то есть 1 , изобразить буквой і (от восходящего к термину 

Декарта imaginaire – “мнимый”) предложил в 1777г. Эйлер (опубликовано 1794г.). В 

общее употребление это обозначение ввёл Гаусс (1801г.). Интересная деталь: один из 
создателей теории функций комплексного переменного Огюстен Коши (Cauchy 

Augustin Louis, 1783-1853) начал пользоваться знаком “і” только с 1847г. Термин 

“комплексное число” ввёл Л.Карно (1803). Буквальное значение выражения - 

“сложное, составное число”. Именно такой термин “составное переменное” 

употреблялся в русской литературе до конца XIX в. 

 Считается, что впервые комплексные числа стали употреблять итальянские 

математики Кардано (1545) и Бомбелли (1572). Однако в неявном виде эти числа 

можно найти и в более ранних работах. С другой стороны, ещё долго после работ 

Кардано и Бомбелли даже выдающиеся математики не имели отчётливого понятия о 

комплексных числах. Лейбниц писал (1702): “Мнимые числа – это прекрасное и 

чудесное убежище божественного духа, почти что сочетание бытия с небытием”. 
Бомбелли в своей “Алгебре” (1572) дал первое формальное обоснование действий над 

комплексными числами. 

 Полное геометрическое истолкование комплексных чисел и основных действий 

над ними было впервые предложено норвежцем Каспаром Весселем (Gaspar Wessel, 

1745-1818), работавшим геодезистом-картографом Датской академии наук (1799). 

Понятия, в течении двухсот пятидесяти лет представлявшиеся только удобными 

фикциями, получили ясный реальный смысл, а сам термин “мнимое число” стал лишь 

историческим пережитком. 

 Термин “модуль” для комплексного числа ввёл французский математик Арган 

(Jean Robert Argand, 1768-1822) в 1814г. Любопытно, но “абсолютная величина” и 

обозначение z  появились, по предложению Вейерштрасса, лишь в 1841 году. Термин 

“аргумент” для угла   комплексного числа z употребил впервые Коши (1847). 

Название привилось не сразу: угол  называли также “амплитудой”, “аномалией”, 

“азимутом” и “аркусом” комплексной переменной. Коши также ввёл термин 

“сопряженное число” (1831). В тригонометрической форме комплексные числа были 

представлены Эйлером и Даламбером. 

 15. Оценивая ситуацию с решением алгебраических уравнений в радикалах, 

известный историк математики А.П.Юшкевич [558] писал: “В течение многих веков 

задачей алгебры было отыскание корней алгебраических уравнений. Почти триста лет 

после того, как были решены в радикалах уравнения 3-й и 4-й степени, математики 

занимались поисками аналогичного решения буквенных уравнений выше четвертой 

степени, прежде всего уравнения пятой степени. Однако все попытки такого рода 

остались безуспешными и ещё Лагранж в конце XVIII века пришёл к мысли, что в 
такой постановке задача, вообще говоря, неразрешима, что корни общего уравнения 

пятой степени нельзя точно выразить формулой, в которой над коэффициентами 

уравнения производится конечное число сложений, вычитаний, умножений, делений и 

извлечений корня с натуральным показателем. Предположение Лагранжа оказалось 

правильным. 
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 В своих “Размышлениях об алгебраическом решении уравнений”, (Reflexiones sur 
la resolution algebrique des equationes, Nouv. Mem. Ac. Berlin, (1770) Лагранж подверг 

критическому пересмотру все существовавшие до него способы решения уравнений 

первых четырех степеней с тем, чтобы выяснить, почему не один из этих способов не 

годится для уравнений пятой степени, и найти общие приемы решения уравнений всех 

степеней. 

 Подход Лагранжа был чисто алгебраическим. Он рассматривал уравнения 

0... 1
1

2
1

1  


nn
nnn axaxaxax  

с произвольными буквенными коэффициентами, т.е. по существу, рассматривал 
вопрос об их решение над полем рациональных функций от коэффициентов уравне-

ния. Лагранж показал, что все существовавшие методы решения уравнений в 

радикалах сводились к нахождению рациональных функций корней nxxx ,...,, 21  

уравнений, которые принимали бы при всевозможных перестановках корней nk   

различных значений. После тщательного разбора всех приемов, использовавшихся при 

решении уравнений третьей и четвертой степени, Лагранж обобщает эти методы и 

показывает, почему они оказались бессильными по отношению к уравнениям высших 

степеней. Он находит “почти невозможным” добиться при помощи этих методов 

окончательного результата, т.е. получить общие формулы для решения уравнений 

выше четвертой степени. “Из этих рассуждений, - пишет Лагранж, - следует, что 

можно сильно сомневаться в том, чтобы те методы, о которых мы говорили, вели к 

полному решению уравнений пятой, а тем более высших степеней” [558]. Однако 
Лагранж не высказывает той мысли, что уравнения выше четвертой степени в общем 

виде неразрешимы в радикалах, то есть что их решения не могут быть выражены при 

помощи первых четырех арифметических действий и извлечения корня. Возвышение в 

степень с натуральным показателем можно рассматривать как частный случай 

умножения.  В упомянутом мемуаре Лагранж также приходит к резольвентам, которые 

для уравнений выше четвертой степени оказываются более высоких степеней, нежели 

данные уравнения. 

 И все же основной вклад в проблему разрешимости уравнений в радикалах сде-

лал Лагранж. Лагранж рассматривал группы подстановок корней уравнений и их 

подгрупп, чем дал импульс теории Галуа. Понятия группы Лагранжем не вводилось, 

использовались подстановки корней. Вопрос о разрешимости уравнений в радикалах 

Лагранж свел к отысканию подгруппы с индексами, меньшими п, и функций, 
инвариантных при подстановках из этих подгрупп. Установив это, Лагранж отметил, 

что подстановки играют важнейшую роль в проблеме решения уравнений. Лагранж 

писал, что подстановки являются “истинной метафизикой решения уравнений” [558]. 

Лагранж определил, что уравнение пятой степени может быть сведено к уравнению 

шестой степени. “Отсюда следует, - писал Лагранж, - что весьма сомнительно, чтобы 

методы, которые мы рассмотрели, могли дать полное решение уравнения пятой 

степени” [558]. И далее: “Вот, если не ошибаюсь, - заключал свой мемуар Лагранж, - 

истинные принципы решения уравнений и анализ, наиболее пригодный, чтобы 

привести к решению. Как мы видели, все сводится к некоторому исчислению 

комбинаций, с помощью которого получают apriori результаты, которые  следует 

ожидать”. 
 В мемуаре “О решении числовых уравнений” (Sur la resolution des equations 

numeriques. Mem. Ac. Berlin, (1767) Лагранж предложил метод приближенного 

решения алгебраических уравнений с помощью непрерывных дробей. Если корень х 

заключен в пределах 1 pxp  и если подставить в уравнение ypx 1 , 

получится уравнение той же степени относительно у. Поскольку  011  y , новое 
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уравнение имеет корень, больший единицы. Если целая часть приближенного 

значения у  равна  q, то полагаем 
r

qy
1

  и т.д., так что 

...

1

1






r
q

px . 

Корень х рационален, если эта цепная дробь обрывается, и иррационален, если дробь 
бесконечна. 

 В добавление к этому мемуару, напечатанном в “Mem. Ac. Berlin” за 1768г. 

(1770), Лагранж показал, что для корней квадратного уравнения эти дроби периодич-

ны. Как известно, Эйлером в первом томе книги “Введение в анализ бесконечных”, 

напечатанном в 1748г., было показано, что периодическая непрерывная дробь с 

числителями, равными единице, представляет корень квадратного уравнения. 

 16. Гаусс изложил теорию решения в радикалах уравнения деления круга, т.е. 

уравнения 01 nx , в седьмом разделе “Арифметических исследований” (1801). 

Корни уравнения 01 nx  лежат в вершинах вписанного в круг правильного n -

угольника в комплексной плоскости, поэтому это уравнение называется уравнением 

деления круга. Гаусс для этого уравнения по существу построил теорию Галуа, 

которая была разработана лишь в 1830г., через 30 лет после выхода в свет “Арифмети-
ческих исследований”. 

 Решения уравнения 01 nx , т.е. корни п-й степени из единицы, могут быть 

записаны в виде  

  .
2

sin
2

cos
n

k
i

n

k 
  

Гаусс рассматривал корни многочлена 
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Было установлено, что в случае простого п  многочлен неприводим в поле рацио-

нальных чисел, т.е. его нельзя представить в виде произведения двух многочленов с 

рациональными коэффициентами. Гаусс доказал, что циркулем и линейкой можно 

построить правильные п-угольники, у которых п - простое число вида 122 
k

. Это так 

называемые простые числа Ферма. В частности, при 3,2,1,0k  имеем 257,17,5,3n . 

Гаусс привел выражение 
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позволяющее фактически построить правильный 17-угольник с помощью циркуля и 

линейки. Гаусс высоко ценил свой результат. Не случайно, пьедестал памятника 
Гаусса в Геттингене имеет семнадцатигранную форму. Здесь можно вспомнить, что на 

памятной доске в честь Якова Бернулли изображена логарифмическая спираль, а на 

надгробии  итальянского математика Фаньяно (Fagnano de Toschi, 1715-1797)- лемни-

ската с латинским текстом: Deo veritatis gloria (Слава Господу истины). 

 Историки математики не раз отмечали, что выдающиеся вычислительные спосо-

бности Гаусса сыграли особую роль в его творчестве. Ф.Клейн, исследовавший 

творчество Гаусса, отмечал, что тот, будучи еще юношей, накопил такой эмпиричес-

кий материал, каким не обладал никто из математиков ни до, ни после него. Как 

пример, Клейн привел представление Гауссом дробей p1  от 1 до 1000 в виде 
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десятичных дробей. Гаусс искал при этом полные периоды, что иногда требовало 
определения несколько сотен десятичных знаков. 

 Приведем несколько разложений в периодические десятичные дроби: 
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 Длина периодов дроби 1091  составляет 108 десятичных знака, период дроби 

9831  составляет 982 десятичных знака, а период дроби 17091  составляет 1708 

десятичных знака. Из обильного эмпирического материала у Гаусса возникли многие 

идеи теории чисел. 

 17. Доказательству невозможности решения в радикалах уравнений пятой и более 

высоких степеней посвятил несколько работ, вышедших в 1798-1813гг., Паоло Руффи-

ни (Puffini Pao1lo, 1765-1822). Руффини, как и Лагранж, изучал подстановки корней 

уравнений, исследовал конечные перестановки, ввел термин “группа”. Доказательства 

неразрешимости в радикалах уравнений степени 5n , данные Руффини, не были 

вполне удовлетворительными. 

 Теорему о неразрешимости в радикалах уравнений пятой и высших степеней 

исчерпывающе доказал Нильс Абель (Abel Niels Henrik, 1802-1829). В начале исследо-

ваний Абель пытался найти формулы для решения уравнения пятой степени в общем 

виде, используя арифметические операции и операцию извлечения корня. В течение 

нескольких недель упорного труда формулы были получены. Работу Абеля читали 
многие ученые и не могли обнаружить погрешностей. Лишь когда по совету одного 

старого профессора Абель стал применять формулы к конкретным уравнениям, он 

убедился в их ошибочности. 

 Статья Абеля “Доказательство невозможности решения в радикалах общего 

уравнения выше четвертой степени” была опубликована в первом номере журнала 

Августа Крелле (Crelle August Leopold, 1780-1855) за 1826г. Это доказательство стало 

известно широким кругам математиков. В этой работе однако не снимался вопрос о 

разрешимости некоторых классов уравнений в радикалах и о возможности такой 

разрешимости для уравнений с числовыми коэффициентами. Эту проблему Абель 

рассмотрел в “Мемуаре об одном особом классе алгебраически разрешимых 

уравнений” (1829). Класс таких уравнений впервые был найден Лагранжем. Это так 

называемые циклические уравнения. Абель также открыл важный класс разрешимых 
уравнений. Такие уравнения в настоящее время называются нормальными  с абелевой 

группой Галуа. 

 Известный историк математики А.Н.Боголюбов  в своём биографическом 

справочнике [51] утверждает, что впервые дал строгое доказательство алгебраической 

неразрешимости уравнений степени выше четвертой итальянский математик Пьетро 

Аббати Марескотти (Abbati-Marescotti Pietro, 1786-1842). 

 18. Создание теории групп выпало на долю прожившего всего 21 год Галуа 

(Galois Evariste, 1811-1832). Как когда-то и Абель, Галуа одно время считал, что он 

нашел решение в радикалах общего уравнения пятой степени. С помощью групп 
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подстановок корней уравнений Галуа сформулировал необходимое и достаточное 
условие разрешимости алгебраических уравнений. В “Мемуаре об условиях разреши-

мости уравнений в радикалах” Галуа определил область рациональности. 

 Для уравнения 
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областью рациональности будет совокупность рациональных функций коэффициентов 

 naaaR ,...,, 21 . Необходимое и достаточное условие разрешимости уравнения в радика-

лах состоит в разрешимости соответствующей группы Галуа. 

 Зная числовые значения коэффициентов алгебраического уравнения, можно 

построить соответствующую группу Галуа и фактически проверить её разрешимость. 

Для неприводимого в основном поле уравнения  простой степени Галуа получил 

критерий: необходимое и достаточное условие разрешимости в радикалах состоит в 

том, чтобы все корни рационально выражались через любые два из них. 

 Теория Галуа завершила длинный ряд исследований математиков XVII-XIX 

веков. Основное значение работ Галуа состоит не столько в окончательном решении 

проблемы разрешимости уравнений в радикалах, сколько в аппарате групп и полей, 
которые были при этом введены и которым суждено было изменить всю структуру 

современной алгебры. 

 Теория групп сделала, как отмечает Д.Я.Стройк [426], возможным синтез 

геометрических и алгебраических трудов Монжа, Понселе, Гаусса, Кэли, Клебша, 

Грассмана и Римана. Ф.Клейн, который вооружал многочисленных своих учеников 

пониманием единства математики, применил понятие группы к линейным дифферен-

циальным уравнениям, к эллиптическим и модулярным функциям, к абелевым и авто-

морфным функциям. Софус Ли (Sophus Lie, 1842-1899) всю жизнь посвятил система-

тическому изучению групп непрерывных преобразований и их инвариантов, выявляя 

их основное значение в качестве классификационного принципа в геометрии, механи-

ке, в теории обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений с частными 
производными. 

 19. Метод решения алгебраических уравнений пятой и шестой степени с 

помощью эллиптических и ультраэллиптических функций разработал итальянский 

математик Франческо Бриоски (Brioschi Francesco, 1824-1897). В 1854г. Бриоски - 

опубликовал книгу “Теория определителей”. Бриоски - один из основателей итальянс-

кой математической школы. Его учениками были Ф.Казарати, Л.Кремона, Э.Бельтра-

ми. 

 

 Трёхчленное уравнение 

  05  baxx , 

к которому  сводится с помощью преобразования Бринга (1786), вновь открытого 
Дж.Джеррардом (1834), с совершенно новой точки зрения исследовал Шарль Эрмит, 

который показал (1858), что корни этого уравнения выражаются в эллиптических 

модулярных функциях. Одновременно к тому же результату пришел Леопольд 

Кронекер. Это открытие повлекло за собой целую серию исследований, первые итоги 

которых подвёл Феликс Клейн, установивший глубокую связь с группой вращения 

правильного икосоэдра вокруг его осей симметрии (1884). 

 Теория автоморфных, в частности, эллиптических и модулярных функций одного 

переменного была создана в конце XIX и начале XX веков Клейном, Пуанкаре, Кебе и 

другими математиками. И. Шафаревич в предисловии редактора перевода книги 

К.Зигеля “Автоморфные функции нескольких комплексных переменных” отмечал 

[170]: “Для теории автоморфных функций особенно характерным является наличие 

многочисленных связей с другими частями математики: теорией групп, топологией, 
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теорией римановых поверхностей, теорией алгебраических функций, дифференциаль-
ными уравнениями”. 

 Выше уже отмечалось, что Гауссом в диссертации 1799г. была доказана основная 

теорема алгебры: “Всякий многочлен ненулевой степени с любыми числовыми 

коэффициентами имеет хотя бы один корень, действительный или комплексный”. Эта 

теорема впервые была высказана голландским математиком Альбертом Жираром 

(1595-1632) в книге “Новые открытия в алгебре”, вышедшей в 1629г. в Амстердаме. 

Словом, задолго до Гаусса математики знали, что всякое алгебраическое уравнение 

степени  n  с комплексными, в частности, с действительными коэффициентами, имеет 

n корней. Но как выразить эти корни через коэффициенты исходного уравнения? Через 

какие функции? Столетиями математики искали решения в радикалах, другие функции 

не подворачивались. В 1858г. Эрмит показал, что для решения уравнений пятой 
степени может быть использован особый класс трансцендентных функций, а именно 

модулярные функции, тесно связанные с эллиптическими функциями, введенными 

Абелем. В монографии В.Н.Комарова, изданной в 1929г. [219], отмечалось: “В 

новейшее время были найдены еще и другие классы функций, которые могут служить 

для решения в общем виде уравнения какой – угодно степени”. Здесь речь идет о 

функциях Фукса. 

 20. Остановимся подробнее на истории возникновения функций Фукса. Ситуация 

с решением алгебраических уравнений оказалась несколько сходной с той, с какой 

столкнулись математики, занимавшиеся дифференциальными уравнениями. 

 Анри Пуанкаре пытался построить функции, через которые выражаются решения 

дифференциальных уравнений как выражаются решения алгебраических уравнений 

через абелевы трансцендентные функции. В мемуаре 1880г., посвященном теории 
интегрирования линейных дифференциальных уравнений, Пуанкаре рассматривает 

функции, которые он предложил называть фуксовыми. Фуксова функция, по 

Пуанкаре, имеет большую аналогию с эллиптическими функциями. Фуксова функция 

существует лишь внутри определенной окружности и остается мероморфной внутри 

этой окружности. Она выражается на всей окружности частным двух сходящихся 

рядов. 

 Интересный подход предложили французские математики Брио и Буке [447] : 

“Случаи, когда можно интегрировать дифференциальное уравнение, в высшей степени 

редкие и должны рассматриваться как исключения. Но можно рассмотреть 

дифференциальное уравнение как определяющее функцию и заняться изучением 

свойств этой функции по данному дифференциальному уравнению”. Из самого 
дифференциального уравнения  предлагалось извлекать информацию о той 

неизвестной функции, которая является его решением. Этот новый подход превращал 

все нерешенные до сих пор дифференциальные уравнения в неисчерпаемый источник 

новых трансцендентных функций. Приняв в качестве определения искомой функции 

линейное дифференциальное уравнение с алгебраическими коэффициентами, 

Пуанкаре пришел к важному результату: функция, являющаяся решением такого 

уравнения, должна оставаться неизменной при дробно-линейных преобразованиях 

переменной величины, от которой она зависит. Обычные периодические функции и 

двоякопериодические эллиптические функции остаются неизменными при простом 

прибавлении периода к их переменным величинам. Новая функция должна принимать 

одинаковые значения при более сложных, более общих операциях, произведенных над 

ее переменной. Чтобы построить эту трансцендентную периодическую функцию более 
высокого порядка, нужно было найти порождающую ее группу преобразований. Эти 

преобразования оказались простым переносом, только на неевклидовой плоскости. 

 21. Цепные дроби, как известно, могут рассматриваться как композиция дробно-

линейных преобразований. Поэтому не случайно, алгебраические уравнения решаются 
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при помощи фуксовых или автоморфных функций. Эти же алгебраические уравнения 
решаются при помощи непрерывных дробей Хессенберга и более общих дробно-

рациональных конструкций, которые мы назвали непрерывными дробями Никипорца. 

 Нелишне здесь отметить, что многие математики, внесшие заметный вклад в 

теорию непрерывных дробей, такие, например, как Ф.Клейн, А.Н.Хованский, 

В.Я.Скоробогатько, были большими знатоками гиперболической геометрии Лобачев-

ского. 

 По мнению Ф.Клейна, “значение введения в алгебру комплексных чисел в том и 

заключается, что они дают возможность установить основную теорему алгебры в 

общей форме, не допускающей никаких исключений”. В книге Ф.Клейна [207] рас-

сматривается уравнение диэдра. Так называют уравнение 
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Умножая на nz , находим, что степень этого уравнения равна 2n. О диэдре Ф.Клейн 

пишет: 

 “Представим себе, что наша двойная пирамида сплюснута в плоскость оснований, 

и станем рассматривать получающийся при этом правильный n-угольник. ... Я всегда 

был склонен причислять эту фигуру, называя ее диэдром, к пяти правильным 

многогранникам, которые известны со времен Платона. Действительно, она удовле-

творяет всем условиям, которыми обыкновенно определяют правильный много-
гранник: все ее ребра равны между собой (стороны правильного n-угольника), и углы 

ее также равны между собой (углы n-угольника); единственное различие заключается в 

том, что она не представляет собой тела в прямом смысле слова, так как заключает в 

себе объем, равный нулю”. 

 В 1884 г. Ф.Клейн выпустил книгу: “Лекции об икосаэдре и о решении уравнений 

пятой степени” [208]. Икосаэдр – двадцатиугольник. Теория автоморфных функций 

рассматривает деления сферы на бесчисленное множество треугольников. Отделение 

корней, по Ф.Клейну [170],- представляет большей частью крайне утомительную 

работу, которая должна предшествовать численному вычислению корней. Так 

называется задача определения таких отдельных промежутков, в которых, наверно, 

заключается только по одному корню. Уравнение икосаэдра имеет 4 вещественных 

корня и 56 мнимых корней. 
 Численное определение корня представляет, собственно говоря, задачу анализа, а 

не алгебры, так как оно необходимо требует применения бесконечных процессов, что-

бы представить с любым приближением иррациональные, обыкновенно, значения кор-

ней. Клейн пишет: “Всеобщая боязнь комплексных чисел создали, во всяком случае, 

возможность для множества недоразумений”. Для уравнений октаэдра, тетраэдра и 

икосаэдра элементарных трансцендентных функций недостаточно, но зато можно 

получить совершенно аналогичное решение с помощью эллиптических модулярных 

функций. Что касается уравнений диэдра, тетраэдра и октаэдра, то с помощью алгебра-

ической теории легко убедиться в том, что их возможно свести к двучленным 

уравнениям. Достаточно показать это на примере уравнения диэдра 
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Если положить nz , то уравнение примет вид 

  0122   , 

и отсюда непосредственно следует: 

  12    

и, таким образом, 



ВВЕДЕНИЕ  
 

46 

  
n

z 12   , 

что и представляет искомое решение в радикалах. Между тем, для уравнения икоса-

эдра подобное решение в радикалах невозможно, так что это уравнение определяет 

некоторую существенно новую алгебраическую функцию. 

 Известна лемма Абеля: “Если алгебраическое уравнение разрешимо с помощью 

ряда радикалов, то каждый входящий в это выражение радикал может быть 

представлен в виде рациональной функции всех корней первоначального уравнения”. 

Ф.Клейн отмечает: “Слово “корень” теперь употребляют почти всегда в двояком 
смысле: во-первых, для обозначения решения всякого алгебраического уравнения и, 

во-вторых, для обозначения решения именно двучленного уравнения. Это 

словоупотребление ведет начало, конечно, с тех времен, когда занимались исклю-

чительно двучленными уравнениями. В настоящее время оно является, если и не 

прямо-таки вредным, то, во всяком случае, довольно неудобным. В гораздо большей 

степени дает повод к недоразумениям другое заблуждение, сохранившееся из 

элементов алгебры, согласно которому алгебраическое уравнение, которое 

неразрешимо в радикалах, т.е. которое не сводится к двучленным уравнениям, 

называют неразрешимым алгебраически. Это стоит в самом резком противоречии с 

современным значением слова алгебраический. В настоящее время алгебраически 

разрешимым называют уравнение, которое можно свести к цепи таких простых 
уравнений, для которых зависимость решений от параметров, взаимная связь 

различных значений корней и т.д. известны с такою же полнотой, как это имело с 

давних пор для двучленного уравнения; но это отнюдь не должны быть непременно 

двучленные уравнения. В этом смысле мы можем отнести уравнение икосаэдра к 

числу тех, которые вполне разрешимы алгебраически. То обстоятельство, что оно 

неразрешимо в радикалах, делает его, скорее, особенно интересным, так как 

вследствие этого оно является подходящим нормальным уравнением, к которому 

можно пытаться свести другие уравнения, тоже неразрешимые алгебраически в 

старинном смысле слова, чтобы вполне овладеть и их решением. 

 Можно сказать, что самое общее уравнение третьей степени сводится к 

уравнению диэдра при 3n ,четвертой степени - сводится к уравнению тетраэдра или 

октаэдра, пятой степени сводится к уравнению икосаэдра. Этот результат представляет 

самый последний триумф правильных тел, которым с самого начала истории матема-

тики все снова и снова приходилось играть важную роль”. 

 Ф.Клейн  далее пишет: “Хотя и невозможно свести уравнение пятой степени, 

данное в общем виде, к двучленным уравнениям, но зато удается – и в этом именно и 

заключается собственно задача алгебраического решения – свести его к уравнению 
икосаэдра как к простейшему нормальному уравнению.  Уравнение икосаэдра, в свою 

очередь, можно разрешить  посредством эллиптических модуль – функций, что 

является полным аналогом решения двучленных уравнений посредством логарифмов. 

Можно и для уравнений шестой и высших степеней развить подобные теории, 

прибегая к помощи правильных тел в пространстве многих измерений.” 

 Поучительны следующие слова Ф.Клейна; которые можно было бы ставить 

эпиграфом любой математической книги: “В самом деле, когда что-либо не удается на 

обычном пути, то не должно сразу отказываться от дальнейших попыток и удовлет-

воряться констатацией невозможности, но надо стараться подойти к вопросу с такой 

стороны, чтобы можно было его разрабатывать дальше. Математическая мысль, как 

таковая, никогда не имеет конца, и если вам кто-нибудь скажет, что в некотором 

пункте прекращается математическое понимание, то будьте уверены, что там как раз 
должна найти свое место наиболее интересная постановка вопроса”. 

 Редактор перевода книги Ф.Клейна В.Ф.Каган замечает в своих комментариях:  

“В уравнениях первой степени корень непосредственно выражается рационально в тех 
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параметрах, от которых зависит уравнение. Следующий шаг заключается в решении 

двучленных уравнений вида axn  , содержащих один параметр а. С давних времен 

были указаны методы вычисления корней этих уравнений в зависимости от параметра. 

Извлечение корня было отнесено к числу операций хорошо известных. Классическая 

постановка задачи об алгебраическом решении уравнений в том именно и 

заключалась, что старались свести решение всякого уравнения к решению двучленных 

уравнений. Как известно, это удалось для уравнений второй, третьей и четвертой 
степеней. Относительно же уравнений более высоких степеней было обнаружено, что 

их решение, вообще говоря, не может быть сведено к извлечению корней, т.е. к 

решению двучленных уравнений. Когда это вполне выяснилось, то дальнейшее 

развитие теории алгебраического решения уравнений, естественно, пошло двумя 

путями. Во-первых, старались выделить те алгебраические уравнения высших 

степеней, которые все же могут быть разрешены в радикалах. Это течение идет от 

Абеля и Галуа и в работе Кронекера до известной степени получило свое завершение. 

Другое течение ставит себе задачу более широкую. Если прежние средства отказались 

служить, то нужно найти новые. Подобно тому, как были изучены двучленные 

уравнения, нужно подыскать новую категорию уравнений, найти непосредственные 

пути к вычислению их корней, изучить, таким образом, определяемую этими 
уравнениями функциональную зависимость и попытаться свести обширные группы 

уравнений к этим новым основным типам. К этому направлению относится известная 

работа Клейна об икосаэдре. Но для того чтобы искать новые основные типы 

уравнений, нужна руководящая нить. Этой руководящей нитью служило изображение 

функциональной зависимости, определяемой этими уравнениями, на римановых 

поверхностях.” 

 22. Главным предметом алгебры Н.И.Лобачевский считал решение уравнений. В 

книге “Алгебра, или Вычисление конечных”, вышедшей в Казани в 1834г. [302] 

Н.И.Лобачевский описал способ приближенного решения уравнений с численными 

коэффициентами. В предисловии к “Алгебре” сказано, что метод “кажется, заслужи-

вает внимание по кратности и легкости вычисления в сравнении с другими известны-
ми мне способами”. 

 Численные методы решения алгебраических уравнений высших степеней давно 

привлекали внимание математиков. Как указывает А.П.Юшкевич [558], первый 

систематический приём был предложен китайскими учёными не позднее VII века, 

который по существу совпадает с методом, вновь открытым итальянцем П.Руффини в 

1809 г. и англичанином У.Горнером в 1819 г. Различные приемы вычисления 

действительных корней  алгебраических уравнений предложил И.Ньютон, Д.Бернул-

ли, Л.Эйлер, Лагранж, Ж.Фурье и другие математики. 

 Изложению метода Лобачевского с многочисленными примерами посвящена 

вторая глава известной монографии академика А.Н.Крылова “Лекции о приближенных 

вычислениях” [261], вышедшей первым изданием в 1911г. В 1954г. было выпущено 

шестое издание книги А.Н.Крылова. 
 В начале второй главы “Решение численных уравнений” А.Н.Крылов пишет: 

“Для уравнений, степень коих выше 4, не существует формул, которые выражали бы 

величины корней через коэффициенты  уравнения, и разыскание иррациональных 

корней может быть производимо лишь помощью приближений”. Вновь хотелось бы 

обратить внимание на распространённое заблуждение относительно “точных” формул 

решения алгебраических уравнений при 4n . Очевидно, что извлечение даже 

квадратного корня из числа, не являющемся полным квадратом, не может быть 

выполнено за конечное число арифметических операций, т.е. формулы для  решения 

алгебраических уравнений второй-четвертой степени также дают приближенные 

решения. 
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 А.Н.Крылов так излагает суть способа Лобачевского. Предлагается для простоты 
рассуждений, что уравнение  
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имеет только вещественные и положительные корни и, притом, неравные. Пусть эти 

корни будут 
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Таким образом 
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корни которого есть: 
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и следовательно, левая часть  этого уравнения разлагается на произведение сомножи-

телей 
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Положим, что по данному уравнению (4) составляется такое, корни которого есть 
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  (6) 

Если показатель k2  взят достаточно большим, то в каждой из сумм (6) первый член 

будет насколько велик по сравнению с другими, что с принятою степенью точности 

можно этими членами пренебречь. Тогда система (6) заменяется такою: 
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Отсюда непосредственно следует 
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и корни ,,....,, 21 n  будут найдены из равенств (8). В этом состоит сущность метода 

Лобачевского. 

 Самый невыгодный случай, когда имеется несколько пар мнимых корней, 

имеющих равные модули. В качестве примера в книге А.Н.Крылова рассматривается 

уравнение 

  01234  xxxx . 

 Метод Лобачевского-Греффе был подробно разработан и пояснён многими 

примерами астрономом Энке в мемуаре, опубликованном в 1841г. 

 Н.А.Крылов пишет, что алгебраические уравнения высокой степени надо 

численно решать при интегрировании систем линейных уравнений с постоянными 

коэффициентами, относящихся к малым колебаниям какой-нибудь материальной 

системы или к вопросу о распределении токов в цепи, заключающей самоиндукцию и 

емкость. В этих случаях надо знать не только вещественные, но и комплексные корни. 

 23. В России алгебраическими уравнениями занимались многие математики. 

Академик Петербургской академии наук Фридрих Теодор Шуберт (Friedrich Theodor 

von Schubert, 1758-1825), звавшийся в Петербурге Фёдором Ивановичем, основные 

работы которого относились к астрономии, в мемуаре 1793г “Об определении 
делителей” предложил общее правило для разложения многочлена вида 

...)( 1  mm BxAxxF  

на рациональные множители в виде многочленов первой, второй и высших степеней. 

Ф.И.Шуберт рассматривал геометрическое решение алгебраических уравнений до 

шестой степени включительно с помощью конхоиды. 
 В 1813г. в Дерптском университете защитил диссертацию о суммировании рядов 

К.Я.Купер (1789-1838). В 1819г. он издал работу об определении числа мнимых 

корней алгебраического уравнения произвольной степени. Известно, что профессор 

Дерптского университета, выдающийся геометр Фердинанд Миндинг (1806-1885) 

читал в университете теорию алгебраических уравнений высших степеней. Многие 

годы теорию алгебраических уравнений читал в Казанском университете ученик 

Лобачевского М.И.Мельников (1807-1885). Н.И.Лобачевский предложил численный 

метод решения алгебраических уравнений, который получил очень широкую 

известность как метод Лобачевского-Греффе и был кратко рассмотрен выше. 

 Другой великий математик П.Л.Чебышев также интересовался алгебраическими 

уравнениями. В 1838г. при переходе на второй курс университета П.Л.Чебышев 

написал работу “Вычисление корней уравнений”, которая была удостоена серебряной 
медали. Известны алгебраические теоремы П.Л.Чебышева об отделении действи-

тельных корней уравнений. 

 Проникновение теории групп началось в России довольно рано. В 1864 

преподаватель Харьковского университета, впоследствии профессор Даниил 
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Михайлович Деларю (1839-1905) подготовил магистерскую диссертацию “Общая 
теория алгебраического решения уравнений”. На 114 страницах автор изложил 

историю проблемы решения уравнений в радикалах, важнейшие положения теории 

Галуа и, в частности, теорию абелевых уравнений, которые называются также 

циклическими. Небезынтересно напомнить, что первое систематическое и подробное 

изложение теории Галуа, благодаря которому она получила широкую известность, дал 

в 1870г. К.Жордан. До этого существовала только специальная мемуарная литература. 

 В книге 1880г. “Начала Евклида” М.Е. Ващенко-Захарченко (1825-1912) поставил 

весьма неутешительный диагноз: “Алгебра наука - скорее механическая, чем мысли-

тельная. А геометрия – наука постоянного мышления”. Ващенко-Захарченко опубли-

ковал в Киеве двухтомный курс алгебры. Первый том под названием “Алгебраический 

анализ или высшая алгебра” вышел в Киеве в 1887г. Второй том – “Высшая алгебра. 
Теория представлений и приложение её к алгебраическим вопросам” (Киев, 1890) со-

держал детальное изложение теории групп подстановок, теории Галуа и, наконец, ре-

шение по Кронекеру уравнений пятой степени в эллиптических функциях. 

 В предисловии ко второй части “Высшей алгебры”, которая называлась “Начала 

теории чисел”(1888), Ю.В.Сохоцкий пишет, что прежде чем приступить к общей 

теории алгебраических уравнений, надо знать теорию перестановок. Так как эта 

теория многое заимствует из теории чисел, необходимо ознакомиться с основными 

свойствами целых чисел. Сохоцкий сравнивал переход от изучения целых чисел к 

изучению целых алгебраических чисел с переходом в геометрии от изучения прямой 

линии к изучению кривых линий. Он отмечал: “Исследование целых алгебраических 

чисел “второго порядка” привело к столь важным последствиям, как и исследование 

свойств кривых второго порядка в геометрии”. Целым алгебраическим числом 
Ю.В.Сохоцкий называл всякий корень уравнения вида 
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где naaa ...,,, 21  - обыкновенные целые числа. 

 Юлиан Васильевич Сохоцкий (1842-1923) в 1868 защитил магистерскую 
диссертацию “Теория интегральных вычетов с некоторыми приложениями”. При 

защите Сохоцкий встретился с трудностями, поскольку его диссертация была первой 

научной работой на русском языке, специально посвящённой теории функций 

комплексного переменного. П.Л.Чебышев не считал нужным пользоваться этой 

теорией. По словам учеников Сохоцкого, ему пришлось два года уговаривать 

Чебышева допустить диссертацию к защите. С 1869г. Ю.В. Сохоцкий читал в 

Петербургском университете курс лекций по теории функций от мнимых величин и 

лекции о непрерывных дробях с их приложением к интегрированию. 

 Длительное время ректором Московского университета был Павел Алексеевич 

Некрасов (1858-1924). Магистерская диссертация Некрасова, опубликованная в 

“Математическом сборнике” за 1884г. посвящена теории трёхчленных уравнений вида 

.0 qpau nm  Некрасову удалось определить области, в которых находились корни 

уравнения, существенно использовав при этом методы теории функций комплексного 

переменного. Он представил корни уравнения и их степени в виде рядов, получив 

таким образом общие формулы. Можно отметить, что разложение корней в 

бесконечные ряды приводили ещё Ламберт, Эйлер и Лагранж. Некрасов показал 

приложения этих рядов к интегралам и дифференциальным уравнениям. Связь между 

трёхчленными уравнениями и рядом Лагранжа рассматривалась в докторской диссер-
тации Некрасова. В 1888г. Некрасов выразил корни трёхчленного уравнения 

посредством определённых интегралов от логарифмических функций. 

  Профессор Московского университета Леонид Кузьмич Лахтин (1853-1927), 

ученик Н.В.Бугаева, посвятил несколько больших работ решению алгебраических 

уравнений высших степеней в специальных функциях, зависящих от интегралов 
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дифференциальных уравнений, главным образом линейных уравнений второго и 
третьего порядков. Такие дифференциальные уравнения называют дифференциальны-

ми резольвентами соответствующих алгебраических уравнений. 

 Работа Л.К.Лахтина объёмом в 430 страниц “Алгебраические уравнения, 

разрешимые в гипергеометрических функциях”, вышла в 1893г. Через три года была 

опубликована обширная монография Л.К.Лахтина “Дифференциальные резольвенты 

алгебраических уравнений высших рядов”. В работах Лахтина нашли применения 

теория функций, дифференциальные уравнения, теоретико-групповые методы. 

 Докторская диссертация профессора Казанского университета Александра 

Васильевича Васильева (1853-1929), известного популяризатора математики, прежде 

всего теории чисел и геометрии Лобачевского, имела название: “Теория отделения 

корней систем алгебраических уравнений” (1884г.). Васильев развивает метод характе-
ристик Кронекера, причём, использует геометрию многомерных пространств, теорию 

кратного интегрирования и теорию потенциалов в этих пространствах. В 1886г. в 

Казани был опубликован курс лекций А.В.Васильева: “Алгебраический анализ. Теория 

буквенных уравнений в связи с теорией субституций” с приложением “Теория деления 

круга”. Под “субституциями” следует понимать подстановки. 

 Дмитрий Фёдорович Селиванов (1855-1932) в магистерской диссертации “Теория 

алгебраического решения уравнений”(1885) вполне успешно выполнил поставленную 

задачу – “расположить в систематическом порядке все важнейшие результаты, до сих 

пор полученные, и насколько возможно облегчить изучение теории алгебраических 

уравнений”. В докторской диссертации “Об уравнениях пятой степени с целыми 

коэффициентами” (СПб, 1899) Д.Ф.Селиванов рассматривал необходимые и достаточ-

ные условия разрешимости в радикалах уравнений пятой степени.  
 В эти же годы (1888-1901) задачами разрешимости в радикалах уравнений того 

или иного вида занимался Иван Петрович Долбня (1853-1912). Теорией 

алгебраических уравнений интересовался А.Кнезер (1862-1930). 

  В 1914г. Дмитрий Александрович Граве (1863-1939) издает семисотстраничные 

“Элементы высшей алгебры”.  В главе 11 после доказательства теоремы Штурма     

Д.А. Граве показывает её связь с непрерывными дробями. В главе 12, излагая способ 

вычисления корней трехчленных уравнений Гаусса, Д.А.Граве привел также свой 

способ вычисления вещественных корней подобных уравнений. Этот способ основан 

на методе итераций и был найден автором в 1883г. ещё в студенческие годы. 

Алгоритм Граве представляет некоторое обобщение алгоритма непрерывных дробей. 

Обобщение заключается в том, что в случае непрерывных дробей чередуется две 
операции – деление и сложение; здесь же чередовались три операции: возвышение в 

степень, деление и сложение. 

 Самой значительной работой Граве по алгебре был “Трактат по алгебраическому 

анализу”. Трактат задумывался как монументальное сочинение в 17-ти томах. В 1938 

году в Киеве вышло две книги: “Начала науки.” “. Исторический обзор.” О “Трактате” 

Граве Н.Г.  Чеботарев писал, что он “ценен тем, что вводит читателя, пользуясь 

элементарными средствами, в круг современных идей по алгебре, содержащий в то же 

время много важного, но полузабытого материала, которого не найти ни в каких 

других руководствах”. 

 Об оригинальности и простоте изложения работ Граве писал академик А.Н.Кры-

лов: “Вы по-старинному дорожите временем и трудом читателя так, чтобы ему не 

приходилось подолгу размышлять над каждой строчкой”. 
 В письме к В.А.Стеклову Д.А.Граве писал: “В последнее время моего пре-

подавания я упростил теорию Галуа в такой степени, что дальше идти некуда”. В этом 

же письме он сообщает: “Из моего изложения с простотой и ясностью вы увидите, что 
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группу Галуа можно определить так: “Группа Галуа есть совокупность подстановок, 
из которых каждая не нарушает всякого соотношения между корнями”. 

  Известна статья 1910г., в которой Граве ставит задачу об отыскании алгебра-

ических разрешимых уравнений пятой степени с рациональными коэффициентами при 

неизвестных и произвольным свободным членом. К этому же кругу вопросов 

Д.А.Граве обращается и спустя почти три десятилетия, публикуя в 1937 году в 

Журнале института математики АН УССР статью, в которой рассматривает новые 

грани старой проблемы – невозможности алгебраического решения общего уравнения  

выше четвертой степени. Алгебраическим решением уравнений, степень которых есть 

степень простого числа, занимался и его самый знаменитый ученик О.Ю.Шмидт, 

правда, быстро оставивший эту тематику, переключившись на более глобальные 

теории. 
 Книги и трактаты Д.А.Граве, как правило, завершались обширными  приложени-

ями, включавшими разнообразными числовые таблицы. Для составления таблицы 

индексов Д.А.Граве организовал коллективную работу. 

 Известно, что при рассмотрении показательных сравнений  kbax mod  строится 

теория, аналогичная теории логарифмов. Показательное сравнение  pbax mod , где а 

так называемый  первообразный корень простого числа р, можно решить при всяком  

числе b, не делящемся на р. Число х называется индексом числа, а первообразный 

корень а - основанием индексов. Индексы в теории чисел дают возможность достигать 

вычислительных выгод, аналогичных тем, которые дают логарифмы, а именно, 

умножение чисел, заменяется сложением индексов, возвышение в степень заменяется  

умножением индекса на числа. 

 Карл Якоби составил таблицу индексов для всех простых модулей до 1000. Эта 

работа под заглавлением “Canon arithmeticus” была издана в 1839г. Д.А.Граве 

обратился к студентам-математикам Киевского университета с предложением принять  

участие в составлении таблицы индексов второй тысячи. На предложение 

откликнулись 63 человека и впечатляющий проект был успешно реализован в шесть 
недель. При вычислениях использовались арифмометры. В 1932г. в сборнике 

“Математика та її значення в соціалістичному будівництві” Д.А.Граве утверждал: 

“Математику надо механизировать. Я уверен, что будущее в математике принадлежит 

вычислительным машинам”. Эти строчки писались в 1932г. когда собственно 

быстродействующих электронных вычислительных машин не было и в помине. 

Примечательно, что с таким откровением выступил доктор чистой математики. 

Официальным оппонентом на защите докторской диссертации Д.А.Граве в апреле 

1896 г. был А.А.Марков, известный своей суровостью к технике доказательств 

математических результатов. Д.А.Граве смотрел на математику как философ. В той же 

публикации Д.А.Граве писал: “Математика, которую создала сама материя, способна 

всё более приближаться к объяснению самой природы”. 

 Трудной и важной частью алгебры – решение уравнений в радикалах, что требо-
вало хорошего знания теории групп, занимались многие математики. Серию 

исследований, в которых определялись необходимые и достаточные условия решения 

в радикалах алгебраических уравнений, выполнили Василий Петрович Ермаков (1845-

1922), более известный своим признаком сходимости бесконечных рядов (1870), и его 

ученик Георгий Васильевич Пфейффер (1872-1946), основные работы которого 

относятся к теории дифференциальных уравнений с частными производными. Отме-

тим ещё ряд математиков, занимавшихся различными аспектами алгебраических 

уравнений. В 1861г. в Киеве Павел Эмильевич Ромер (1835-1899) защитил 

магистерскую  диссертацию “Разыскание первых приближённых величин корней 

алгебраических уравнений”. В докторской диссертации П.Э.Ромер изложил теорию 

кватернионов Гамильтона. 
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 Оригинальный метод приближенного решения алгебраических уравнений 
предложил  в 1882г. Владимир Павлович Максимович (1850-1889) в диссертационной 

работе “Рассуждение о разложении в ряды функций от корней уравнений и о 

некоторых формулах приближения”. В 1885г. В.П.Максимович доказал невозмож-

ность нахождения в квадратурах интеграла общего линейного уравнения второго 

порядка. 

 Работы об отделении корней алгебраических уравнений выполнили А.А.Макаров 

(1886), П.С.Назимов (1886) и В.А.Стеклов (1893). Определением числа корней 

трёхчленного уравнения, по модулю не превосходящих данного предела, занимался 

П.Г.Боль (1908). Численным решением уравнений высших степеней интересовался 

известный московский профессор Николай Васильевич Бугаев (1837-1903). Н.В.Бугаев 

полагал, что чистая математика делится на два равноправных раздела: анализ, или 
теорию непрерывных функций, и теорию чисел, или теорию прерывных функций. 

Ученик Н.В.Бугаева профессор Киевского университета Пётр Михайлович 

Покровский (1857-1901) исследовал вопрос о решениях алгебраических уравнений 

через функции Вейерштрасса. 

24. В заключительном параграфе отметим недавние публикации, в которых 

получены существенные результаты в теории алгебраических уравнений. 

         Еще в 1921 г. Меллин [1144] привел интегральную формулу для алгебраического 

уравнения 

   .            (9) 

Формула Меллина следующая: 

        (10) 

где Г- гамма-функция Эйлера, γ- точка из многогранника. 

Формула была получена для ветви z(x) с условием  z(0) = 1 и названа главным 

решением уравнения (9). Все остальные ветви получаются из z(x) по формуле 

 

где   - первообразный корень.  
В недавно опубликованной работе [328] предложена иная интегральная формула 

для общего алгебраического уравнения. Доказана теорема: 
Ветвь алгебраической функции z(x) решения уравнения (9) с условием z(0) = 1 

допускает представление в виде интеграла 

 

 

В формуле Е.Н. Михалкина подынтегральная функция является элементарной, а 

интегрирование осуществляется по отрезку. Преимущество полученной формулы 

перед формулой Меллина (10) состоит в расширении интервала сходимости интеграла. 

 В монографии И.Ф. Корчагина “Алгебраические уравнения” [237] описан способ 

предельного общего решения алгебраического уравнения произвольной степени. 

Подчеркивается, что решения пригодны как для вычисления корней, так и для их 

исследования. Для решения строится последовательность нелинейных отображений 

уравнения на плоскости всё более высоких порядков. Производится расчленение 
образов на элементарные уравнения первого и второго порядков, осуществляется 

решение уравнений – образов в своём пространстве, выполняется перенос на 

плоскость уравнения-оригинала. Отмечается, что с повышением точности решения 

становятся всё более громоздкими. 

(11) 
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Автор отмечает, что только аппарат симметричных моментов позволил 
произвести нелинейное отображение функций и построить теорию предельного 

решения общих алгебраических уравнений. Симметричными моментами называются 

моменты точек плоскости, построенных как суммы их всевозможных сочетаний. 

В [237] приводятся  моменты корней пятой степени. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 В [237] имеются многочисленные примеры решения уравнения пятой степени 

методом симметричных моментов. 

В книге Г.П. Кутищева “Решение алгебраических уравнений произвольной 

степени: теория, методы, алгоритмы” [279] изложены вопросы, относящиеся к теории 

алгебраических уравнений и способам их аналитического и численного решения. 

В книге введены понятия сцентрированного многочлена и квадратично-сопряженных 
корней. Для численного решения уравнений высоких степеней сконструированы 

новые итерационные методы. Для уравнений специального вида, какими являются 

трехчленные алгебраические уравнения, предлагается наглядный и простой 

графоаналитический способ их решения.  

Автор отмечает, что теория алгебраических уравнений представляет собой в зна-

чительной мере завершенную часть науки и «чтобы решиться написать на эту тему  

что-нибудь более или менее новое, надо быть очень смелым человеком». Г.П.  Кути-
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щев пишет: “Несмотря на длительную историю этой темы и наличие многочисленных 
публикаций, до сих пор нет книги, в которой с единых позиций рассматривались бы 

все вопросы, относящиеся к теории и алгоритмической реализации алгебраических 

уравнений именно с точки зрения их практической направленности. Предлагаемая 

монография и должна устранить этот пробел. “ 

Главная цель книги, как определил автор,-  заключается в разработке математи-

ческих средств, которые позволяли бы создавать эффективные алгоритмы численного 

нахождения всех корней обыкновенных алгебраических уравнений произвольной 

степени. Обыкновенными называются полиномиальные уравнения одной переменной 

с действительными коэффициентами.  

Как уже отмечалось выше, в книге вводятся “квадратичные числа”, определяемые 

двумя компонентами как сумма одного действительного числа (вещественная часть) и 
корня квадратного из другого действительного числа (радикальная часть).  Для обык-

новенных алгебраических уравнений становится возможным переход от разнообраз-

ных частных случаев к одному типу корней, которые называются квадратично-сопря-

женными. Таким образом, все корни уравнения любой степени будут только квадра-

тично-сопряженными или действительными или комплексными, в зависимости от 

знака подкоренного числа радикальной части. Появляется возможность отделять по 

паре корней и понижать степень уравнения на две единицы. при этом обе компоненты 

отделяемой пары корней определяются из системы двух сопряженных уравнений, ко-

торая решается специальным итеративным способом. Продолжая процесс редукции 

(уменьшения степени) уравнения, поочередно находятся все его корни. Это, соб-

ственно, и есть общая схема алгоритма численного решения обыкновенных алгебраи-

ческих уравнений произвольной степени, которая рассматривается в [279]. 
Автор пишет: «Интересно было бы довести до какой-то конкретной алгоритмиче-

ской реализации результаты работ по решению алгебраических уравнений с использо-

ванием специальных функций и рядов — бета, гамма, эллиптических, гипергеометри-

ческих и др., тем более, что по этой тематике имеется достаточно обширная литера-

тура.» 

В книге приведено большое число оригинальных методов численного решения 

алгебраических уравнений и их алгоритмические реализации, однако вопросы 

эффективности и сходимости этих методов не исследовались. 

В [279] предпринята попытка классификации существующих методов решения 
алгебраических уравнений. Эти методы разбиты на три группы. 

Аппроксимационные методы. Эти методы используются для нахождения только 

действительных корней, когда в окрестности предполагаемого корня многочлен 

заменяется более простой функцией или более простым уравнением, корень которого 

и берется за очередное приближение к искомому корню. В зависимости от вида 

аппроксимирующей функции это будет: 

      интерполяционный метод, или метод хорд, когда кривая-многочлен в 

окрестности корня заменяется отрезком прямой, концы которого лежат на 

кривой, а очередное приближение к корню получается как решение уравнения 

первой степени (интерполяция), т. е. как точка пересечения отрезка с 

горизонтальной осью; 

      метод линеаризации, когда кривая-многочлен в текущей точке заменяется 

также прямой линией — касательной к кривой, пересечение которой с 

горизонтальной осью дает очередное приближение к корню (метод Ньютона—

Рафсона); 

      метод парабол, когда кривая-многочлен в окрестности корня заменяется 

параболой и решается уравнение второй степени, т. е. пересечение параболы с 
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горизонтальной осью дает очередное приближение к искомому корню (метод 
Мюллера). 

Методы, связанные с использованием степенных сумм. Имеются две 

разновидности таких методов: 

      метод степенных сумм И. Бернулли, и его модификация — метод 

Хильдебрапдта; 

      метод квадрирования корней, использующий последовательное возведение 

корней уравнения в квадрат. ( методы Данделена, Греффе, Энке, Лобачевского 

и др.) 

Методы, связанные с разложением многочленов на множители. Если выделяется 

многочлен первой степени, то, приравнивая остаток от деления нулю, с помощью 

вычислительной схемы Горнера можно найти действительный корень. Это будут 
методы последнего остатка. Если же выделяется многочлен второй степени, то 

приравнивая коэффициенты остатка от деления нулю, находим из системы двух 

уравнений коэффициенты этого квадратичного множителя. Это так называемые 

методы предпоследнего остатка — методы Хитчкока, Фридмана, Берстоу, 

Белостоцкого и др.  



 

ГЛАВА   I 

НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ r/φ – АЛГОРИТМА  

 

 

 

 

 

1. Определение значений расходящихся цепных дробей                            
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Непрерывной, или цепной дробью, называют выражение вида 

 













n

n

b

ab

a
b

a
b

2

2
1

1
0  ,                                                (1) 

В [521] конструкцию (1) предложено именовать “цепной дробью”, оставляя за 

цепными дробями с другими графами термин “непрерывная дробь”. Например, ветвя-

щиеся непрерывные дроби, непрерывные дроби Хессенберга, непрерывные дроби Ни-

кипорца и т.д.. 

Помимо естественной записи (1), предложенной Лейбницем в 1696 г., часто ис-

пользуются компактные формы записи цепных дробей: 
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 (А.Прингсхейм, 1898 г.) 

В книге мы используем запись цепных дробей, предложенную Гершелем. 

Цепная дробь называется сходящейся, если последовательность ее подходящих 
дробей имеет конечный предел. Такое общепринятое ныне определение сходимости 

цепных дробей будем называть “сходимостью по Зейделю”, – по имени немецкого 

математика, который одним из первых в середине XIX века обратился к систематиче-

скому изучению сходимости цепных дробей. Цепная дробь называется расходящейся, 

если последовательность ее подходящих дробей предела не имеет. Имеется большое 

количество признаков сходимости, при помощи которых можно сказать, существует 

предел последовательности подходящих дробей или нет. Наиболее широкое примене-

ние, пожалуй, получил достаточный признак Ворпицкого [142]. По признаку Ворпиц-

кого цепная дробь 
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сходится, если  ...3,2,4/1  nan  . 

При положительных элементах значение цепной дроби (1) больше любой ее под-
ходящей дроби четного порядка и меньше любой ее подходящей дроби нечетного по-

рядка.   
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 Для знакоположительных цепных дробей существует практически удобная оцен-

ка погрешности аппроксимации: 
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Ниже будет рассмотрено несколько задач из разных разделов вычислительной ма-

тематики, решенных при помощи так называемого r  - алгоритма, – нового метода 

суммирования расходящихся непрерывных дробей. Этот алгоритм описывается фор-

мулами (3) и (4), приведенных в предисловии. 

Известно, что цепные дроби целесообразнее использовать для аппроксимации 

функций, нежели степенные ряды, так как цепные дроби зачастую сходятся в более 

широкой области. Например, ряд  Меркатора 

...
432

)1ln(
432


xxx

xx  

представляет логарифмическую функцию в единичном круге, в то время как цепная 

дробь Лагранжа 

...122...5

2

2

2

321
)1ln(




n

nxnxxxxxx
x                            (2) 

сходится к функции )1ln( x  на всей плоскости комплексного переменного, за исклю-

чением выреза от -1 до  [471]. 

При отрицательных значениях аргумента логарифмическая функция имеет ком-

плексное значение и, естественно, что цепные дроби, получающиеся из цепной дроби 

Лагранжа (2) при 1x  будут расходящимися в классическом смысле. 

На рис. 1 (а,б,в,г,д,е) показано распределение подходящих цепной дроби Лагран-

жа (2) при х = –10, –100, –1000 на начальных участках )5001и1001(  nn . 

В табл. 1 представлены результаты суммирования расходящейся цепной дроби 
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6
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3
)2ln(




n

nn

                         

(3) 

Цепная дробь (3) имеет комплексное значение 

,2171505117,3)2ln( ...3536398454,1ie...                                 (4) 

которое, естественно, не может приближаться цепной дробью с вещественными элементами 

и, тем не менее, суммирование при помощи r  - алгоритма позволяет установить значение  

этой цепной дроби, по ее подходящим дробям. 
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Рис.1. Распределение значений подходящих цепной дроби  

логарифмической функции. 
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Определение значения расходящейся цепной дроби 
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...2171505117.30 r , ....35363984541
0
  .                                                              Таблица 1 

Номер 
звена 
дроби 

Значение 
подходящей  

дроби 

Модуль 
комплексного 

 числа, 
nr  

Погрешность, 

nr rr  0
 

 
min 

r  

Аргумент 
комплексного  

числа, 
n  

Погрешность, 

n  0
 

 
min 


 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 
2 
4 
8 
16 
32 
64 
128 
256 
512 

1024 
2048 
4096 
8192 
16384 
32768 
65536 
131072 
262144 
524288 

1048576 
2097152 
4194304 
8388608 

-3.0000000 
6.0000000 
-3.0000000 
-97.5000000 
1.4880473 
3.1985122 
62.8693924 
0.9165216 
1.7095765 
3.9037050 

-15.4772571 
2.6358581 
11.1007665 
-0.6961262 
-1.7591587 
-6.4347291 
5.5879135 
-3.9038315 
16.0431708 
-0.0551483 
-0.2709104 
-0.7308612 
-1.8537413 
-7.2124648 

3.0000000000 
4.2426406871 
3.0000000000 
4.9614481602 
3.5474336503 
3.6050160485 
3.3885474566 
3.1810462758 
3.2148854739 
3.2112688498 
3.2219262392 
3.2194825453 
3.2127253440 
3.2169015620 
3.2167104407 
3.2170964982 
3.2171496506 
3.2171884212 
3.2171480639 
3.2171287791 
3.2171427009 
3.2171496552 
3.2171502478 
3.2171495794 

0.2171505117 
1.0254901754 
0.2171505117 
1.7442976485 
0.3302831386 
0.3878655367 
0.1713969449 
0.0361042359 
0.0022650377 
0.0058816618 
0.0047757275 
0.0023320336 
0.0044251676 
0.0002489496 
0.0004400709 
0.0000540134 
0.0000008610 
0.0000379094 
0.0000024477 
0.0000217325 
0.0000078107 
0.0000008564 
0.0000002638 
0.0000009323 

 
 
 
 
 
 

m 
m 
m 
 
 
 
 

m 
 
 
 
 
 
 
 

m 
m 

3.1415926535 
1.5707963267 
1.5707963267 
1.5707963267 
1.3744467859 
1.3744467859 
1.3744467859 
1.3499030933 
1.3621749396 
1.3499030933 
1.3560390164 
1.3529710549 
1.3529710549 
1.3533545501 
1.3533545501 
1.3536421715 
1.3536421715 
1.3536182030 
1.3535942346 
1.3536421715 
1.3536361793 
1.3536361793 
1.3536391754 
1.3536399244 

1.7879528081 
0.2171564813 
0.2171564813 
0.2171564813 
0.0208069405 
0.0208069405 
0.0208069405 
0.0037367521 
0.0085350941 
0.0037367521 
0.0023991710 
0.0006687905 
0.0006687905 
0.0002852953 
0.0002852953 
0.0000023260 
0.0000023260 
0.0000216423 
0.0000456108 
0.0000023260 
0.0000036660 
0.0000036660 
0.0000006699 
0.0000000790 

m 
m 
 
 

m 
 
 

m 
 
 

m 
m 
 

m 
 

m 
 
 
 
 
 
 

m 
m 

В первой колонке таблицы даны номера n подходящих дробей разложения (3). 

Номера подходящих дробей составляют степень 2: 231,2  in i . Значения подходя-

щих дробей с этими номерами приведены в соседней колонке 2. Как и следовало ожи-

дать, значения подходящих дробей  nn QP  с ростом n не стремятся к какому-либо 

пределу. Для чисел же, расположенных в колонке 3, напротив, стремление к пределу 
можно без труда обнаружить, – значения асимптотически приближаются к величине 

3.2171505117..., то есть к модулю комплексного числа )2ln( . Даже беглого взгляда на 

колонки 6 и 7 достаточно, чтобы убедиться, что с ростом количества подходящих дро-
бей разложения (3) все более точно устанавливается значение аргумента искомого 
комплексного числа. 

Найдены представления элементарных и некоторых специальных функции в виде 
непрерывных дробей Хессенберга [520]. Например, 
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Непрерывная дробь (5) определяет логарифмическую функцию на всей плоскости 
комплексного переменного с разрезом от 0 до -1. Комплексное значение логарифмиче-
ской функции на разрезе определяется из (5) суммированием по формулам (3) и (4), 
предисловия. В качестве подходящих дробей (5) будем брать последовательность от-
ношений определителей:  
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В табл. 2 приведены результаты вычисления комплексного числа 1/ln(-2)  при помо-

щи функциональной непрерывной дроби Хессенберга (5) и алгоритма суммирования рас-

ходящихся непрерывных дробей. 

Определение значения непрерывной дроби (5) при 31x  

31x ,          ....3536398454.1,...3108340739.0 00 r                                      Таблица 2 

Номер 

звена 

дроби 

Значение 

подходящей  

дроби 

Модуль 

комплексного 

числа, nr  

Погрешность, 

nr rr  0  

 

min 

r  

Аргумент 

комплексного 

числа, 
n  

Погрешность, 

n  0
 

 

min 

  

1 2 3 4 5 6 7 8 

20 
21 
42 
84 
168 
336 
672 

1344 
2688 
5376 
10752 
21504 
43008 
86016 
172032 
344064 
688128 

1376256 
2752512 
5505024 
11010048 

0.85127256 
0.02044264 

-0.02832422 
-0.14445825 
-0.75441728 
0.32678464 
2.01078357 

-0.03019484 
-0.14954713 
-0.81466750 
0.30407891 
1.28357034 

-0.09454281 
-0.38364272 
0.81555456 

-0.22761506 
-10.07498787 

0.08515530 
0.10347124 
0.14104327 
0.22449739 

0.99198117 
0.82455439 
0.50977666 
0.40513373 
0.35654051 
0.33285231 
0.32176153 
0.31569144 
0.31342156 
0.31217034 
0.31149855 
0.31116989 
0.31099243 
0.31091665 
0.31087600 
0.31085447 
0.31084454 
0.31083902 
0.31083657 
0.31083533 
0.31083471 

0.68114710 
0.51372032 
0.19894259 
0.09429965 
0.04570644 
0.02201823 
0.01092745 
0.00485737 
0.00258748 
0.00133626 
0.00066447 
0.00033582 
0.00015836 
0.00008257 
0.00004193 
0.00002039 
0.00001047 
0.00000495 
0.00000249 
0.00000126 
0.00000064 

m 
m 
m 
m 
m 
m 
m 
m 
m 
m 
m 
m 
m 
m 
m 
m 
m 
m 
m 
m 
m 

-1.41371669 
-1.34639685 
-1.42119667 
-1.38379676 
-1.36509680 
-1.35574682 
-1.35574682 
-1.35574682 
-1.35457808 
-1.35399370 
-1.35370152 
-1.35370152 
-1.35370152 
-1.35366499 
-1.35364673 
-1.35364673 
-1.35364217 
-1.35363988 
-1.35363988 
-1.35363988 
-1.35363988 

0.06007684 
0.00724299 
0.06755683 
0.03015691 
0.01145696 
0.00210698 
0.00210698 
0.00210698 
0.00093823 
0.00035386 
0.00006167 
0.00006167 
0.00006167 
0.00002515 
0.00000689 
0.00000689 
0.00000232 
0.00000004 
0.00000004 
0.00000004 
0.00000004 

m 
m 
 
 
 

m 
 
 

m 
m 
m 
 
 

m 
m 
 

m 
m 
 

Приведём ещё пример нахождения значения расходящейся в классическом смыс-
ле цепной дроби при помощи описанного выше алгоритма суммирования. 

Известна  цепная дробь Лагранжа для степенной функции [471]: 
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Цепная дробь (6) сходится на всей плоскости комплексного переменного, разре-
занной по вещественной оси от  - 1 до  . При 1x  подкоренное выражение функ-

ции 
)1( xy   становится отрицательным, следовательно, значение функции 

)1( x  

при 1x  становится комплексной величиной , которая, очевидно, не может прибли-
жаться вещественной последовательностью подходящих дробей разложения (6), эле-
менты которого при 1x  остаются действительными величинами. 
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В табл. 3 приведены результаты вычисления значения расходящейся цепной дро-

би для 3 9  при помощи r  - алгоритма. 

Определение значения расходящейся цепной дроби 

...)n(

)n()n(
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123

1013

2

1013

2

105

9

104

2

102

3

10
193 . 

....047197.1,...080083.2 00  r                                                                        Таблица 3 

Номер 

звена 

дроби 

Значение 

подходящей 

дроби 

Модуль 

комплексного  

числа, 
nr  

Погрешность, 

nr rr  0  

 

min 

r  

Аргумент 

комплексного 

числа, 
n  

Погрешноcть, 

n  0
 

 

min 

  

1 2 3 4 5 6 7 8 
2 

4 

8 

16 

32 

64 

128 

256 

512 

1024 

2048 

4096 

8192 

16384 

32768 

65536 

131072 

262144 

524288 

1048576 

2097152 

4194304 

8388608 

2.4285714 

7.9230769 

0.0083609 

2.3793179 

3.4334933 

-6.6957404 

1.8056646 

2.7046939 

14.0355053 

0.4131559 

-0.5703198 

-33.5321135 

1.1197769 

1.0914866 

1.0349376 

0.9216825 

0.6914169 

0.1869493 

-1.4500205 

5.5741164 

-0.8763266 

15.7595707 

0.4758782 

8.095238095238 

1.892578548704 

0.946908431432 

1.514212477498 

1.931910874242 

2.285828469458 

2.171608471371 

2.095947975804 

2.077080542151 

2.063579787259 

2.085479528230 

2.082858835017 

2.079900863342 

2.080396700069 

2.080307362394 

2.079865087605 

2.080106476321    

2.079930141859    

2.080071498760 

2.080081877069   

2.080075907132    

2.080077041783     

2.080083260804 

6.015154272186 

0.187505274347 

1.133175391618 

0.565871345553 

0.148172948809 

0.205744646406 

0.091524648319    

0.015864152753 

0.003003280900 

0.016504035792   

0.005395705178 

0.002775011965 

0.000182959709  

0.000312877017      

0.000223539343     

0.000218735446 

0.000022653270    

0.000153681192      

0.000012324291     

0.000001945982      

0.000007915919     

0.000006781268      

0.000000562247 

m 

m 

 

 

m 

 

m 

m 

m 

 

 

m 

m 

 

 

 

m 

 

m 

m 

 

 

m 

0.000000000000     

0.000000000000 

0.785398163397 

0.785398163397    

0.687223392972      

0.932660319034 

0.957204011640   

1.043106935762      

1.043106935762 

1.046174897338   

1.044640916550      

1.046174897338      

1.048092373322     

1.047133635330      

1.047229509129     

1.047229509129     

1.047205540679    

1.047193556454      

1.047199548567      

1.047190560398     

1.047195054483     

1.047199548567       

1.047197301525 

1.047197551196      

1.047197551196 

0.261799387799 

0.261799387799   

0.359974158223    

0.114537232162 

0.089993539555   

0.004090615434     

0.004090615434 

0.001022653858   

0.002556634646    

0.001022653858    

0.000894822126    

0.000063915866     

0.000031957933    

0.000031957933     

0.000007989483   

0.000003994741     

0.000001997370     

0.000006990797    

0.000002496713     

0.000001997370      

0.000000249671 

m 

 

m 

 

 

m 

m 
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           На рис. 2 показано распределение подходящих дробей расходящейся цепной дроби 

для 3 9  . 

 

Рис. 2. Распределение значений подходящих цепной дроби для  
3 9 . 

Расходящиеся ряды нередко суммируются через так называемые соответствую-

щие цепные дроби [520]. Для степенного ряда  

...xc...xcxcc n
n  2

210    (7) 

...0472.1...0801.23 9 ie



 НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ r/φ – АЛГОРИТМА                                    63 

можно построить цепную дробь  
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xx
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xxx nn


 

11111
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   (8) 

такую, что разложение n-й подходящей этой цепной дроби будет совпадать с исход-

ным рядом (7) вплоть до члена 
n

nxc  включительно: 
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Такую цепную дробь называют соответствующей ряду или соответствующей 

цепной дробью. 

Используя коэффициенты ic  степенного ряда (7), можно построить соответст-

вующую цепную дробь (8) по формулам Хейлерманна – Стилтьеса [142]: 
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            (9) 

На практике, однако, для построения соответствующих цепных дробей вместо 

“явных” формул (9) используются эффективные итерационные алгоритмы Хлопонина 

и Рутисхаузера, описанные в [521]. 

 Прежде чем рассматривать расходящиеся ряды, приведём пример ускорения 
медленно сходящихся рядов при помощи соответствующих цепных дробей. Предло-

жено много алгоритмов ускорения сходимости рядов и последовательностей [44]. Как 

показывает практика, пожалуй, самым эффективным и надёжным способом ускорения 

сходимости медленно сходящихся рядов является их суммирование через соответст-

вующие цепные дроби [543]. В табл. 4 приведены результаты вычисления ln2 с ис-

пользованием ряда Меркатора.  

Определение значения ряда Меркатора 

....
5

1

4

1

3

1

2

1
12ln 

 

                      

                        ...59946931471805.02ln                         Таблица 4 

Число 
членов 

ряда 

Значения частичных 
сумм ряда 

Погрешность 
аппроксимации 

2 

10 

100 

1000 

10000 

100000 

1000000 

10000000 

100000000 

0.50000000000000 

0.64563492063492 

0.68817217931020 

0.69264743055982 

0.69309718305996 

0.69314218058498 

0.69314668056025 

0.69314713056010 

0.69314717556042 

0.19314718055994 

0.04751225992502 

0.00497500124974 

0.00049975000012 

0.00004999749998 

0.00000499997496 

0.00000049999969 

0.00000004999984 

0.00000000499952 
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В табл. 5 константа ln2 определена при помощи цепной дроби  Лагранжа. 

Определение значения цепной дроби Лагранжа 

....122...5

2

2

2

3

1

2

1

1

1
2ln




n

nn

 

                         ...59946931471805,02ln                         Таблица  5 

Число  
звеньев 

Значения  
подходящих дробей 

Погрешность 
аппроксимации 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

0.66666666666666 

0.70000000000000 

0.69230769230769 

 0.69333333333333 

0.69312169312169 

0.69315245478036 

0.69314641744548 

0.69314733235438 

0.69314715785304 

0.69314718496213 

0.69314717988653 

0.69314718068816 

0.69314718054001 

0.69314718056369 

0.69314718055936 

0.69314718056005 

0.69314718055993 

0.02648051389328 

0.00685281944005 

0.00083948825225 

0.00018615277339 

0.00002548743825 

0.00000527422042 

0.00000076311446 

0.00000015179444 

0.00000002270690 

0.00000000440219 

0.00000000067341 

0.00000000012822 

0.00000000001993 

0.00000000000375 

0.00000000000058 

0.00000000000012 

0.00000000000001 

Таким образом, использование цепной дроби, содержащей 18 звеньев, обеспе-

чивает точность вычисления 2ln  с 14 десятичными разрядами. Для сравнения: 

применение для определения 2ln  ряда Меркатора, включающего 100 миллионов 

членов, позволяет вычислить 2ln  с точностью всего 8 десятичных знаков. Разница 

в эффективности аппроксимации фантастическая.  

Области сходимости степенного ряда (7) и соответствующей цепной дроби (8) для 

одной и той же функции могут быть различны. Например, расходящийся ряд Эйлера 

...!4!3!2!11 432  xxxx                                         (10) 

имеет соответствующую непрерывную дробь 

....11...1

2

1

2

1

1

1

1

1

1



nxnxxxxx
                         (11) 

Как отмечается в [32], ряд (10) представляет функцию 

 

0 1
dt

xt

e t

, которая “явля-

ется аналитической функцией от x в комплексной плоскости, разрезанной вдоль отри-

цательной действительной полуоси, причём, эта функция тесно связана с так называе-

мой интегральной показательной функцией   )(xEi .” 

Числовой ряд  

...c...ccc n  210                 (12) 
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суммируется через значение цепной дроби (8) при х=1, если ряд (12) рассматривать  

как степенной ряд (7) при х = 1. 

Расходящийся всюду, кроме 0x , ряд Эйлера [471] при 1x   принимает вид 

 ...!4!3!2!11   .                                            (13) 

Определяя значение ряда (13) через соответствующую цепную дробь (11) при x = 1, 

получим 

...11...1

2

1

2

1

1

1

1

1

1
...!4!3!2!11




nn
= 0,5963473623231945...     (14) 

Именно это значение ряда (13) указал Эйлер в письме к Гольдбаху [558]. Выше 

уже отмечалось, что ряд Эйлера (10) связан с интегральной показательной функцией 

)(xEi .Действительно, известен быстро сходящийся ряд 

 )1(eEi 













 ...

!33

1

!22

1
1Ce  = 0,5963473623231945... , 

где  e - неперово число, равное 2.718281… , 

C - постоянная Эйлера, имеющая значение 0.577215… . 

Определив по расходящимся рядам соответствующие цепные дроби, можем найти 

значения других расходящихся рядов. Например, 

 1 + 1 – 1 + 2 – 5 + 14 – 42 + 132-…= 618033.1
2

51

...1

1

...1

1

1

1
1 





 … . (15)  

655679.0
...1...1

3

1

2

1

1

1

1
...9753175315313111 




n … .  (16) 

Расходящийся ряд (15) имеет своим значением “отношение золотого сечения”, а 

расходящийся ряд (16) связан с неполной гамма-функцией, так как [521] 

....6556795424.0
2

1

22

1
,

2

1

2...1...1

3

1

2

1

1

1

1





















erfc

een 
 

Расходящимся рядам могут соответствовать конечные цепные дроби, то есть эти 

ряды связаны с рациональными функциями: 

,
2

1

1

1

1

1
1...11111 


  

,1
1

2

1

2
1...168421 


  

.
4

1

1

2

3

1

2

3

1

2
1...54321 
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Нередки случаи, когда соответствующая цепная дробь, построенная для расходя-

щегося ряда, не сходится в классическом смысле. 

Построим для ряда  

 ...!!!!  43211                          (17) 

соответствующую цепную дробь. По формулам (9) получим: 

....11...1

2

1

2

1

1

1

1

1

1
...!4!3!2!11




nn

      

 (18) 

Цепная дробь (18), в отличие от цепной дроби (14), имеет отрицательные частные 

числители. Цепная дробь (18)  является в классическом смысле расходящейся.  

На рис. 3 (а, б, в, г)  показано распределение значений подходящих дробей расхо-

дящейся в классическом смысле цепной дроби (18), представляющей интегральную 

показательную функцию. Распределение значений подходящих показано на начальных 

и удалённых интервалах. 

 

 

 
Рис. 3. Распределение значений подходящих цепной дроби интегральной  

показательной функции. 

в) 

г) 
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Найдём значение расходящейся цепной дроби (18) при помощи /r –алгоритма, 

который описывается формулами (3) и (4) предисловия. В табл. 6 приведены результа-

ты вычислений цепной дроби, представляющей Ei(1). 

Определение значения расходящейся цепной дроби 













...11...1

3

1

3

1

2

1

2

1

1

1

1

1

1
)1(

nn
eEi

....ie.... 0280017377166893389673
 

...028001737.1,..6689338967.3 00 r                                                         Таблица 6 

Номер 

звена 

дроби 

Значение 

подходящей  

дроби 

Модуль 

комплексного 

числа,  nr  

Погрешность, 

nr rr  0  

Аргумент 

комплексного  

числа,  n  

Погрешноcть, 

n  0  

1 2 3 4 5 6 

4 

6 

16 

32 

64 

128 

256 

512 

1024 

2048 

4096 

8192 

16384 

32768 

65536 

131072 

262144 

524288 

1048576 

2097152 

4194304 

8388608 

5.43656365 

1.08731273 

1.26199375 

-3.22229391 

-5.44198600 

3.40902451 

2.26696092 

2.46414684 

1.67450019 

5.89710924 

1.76596456 

-2.16761507 

-5.45891725 

-1.02199219 

1.98286910 

5.57106207 

-8.97247936 

6.23221177 

5.89027864 

8.12082269 

7.05859556 

2.28589509 

3.23260009 

3.84423102 

4.12365173 

3.21557146 

3.40441763 

3.44911711 

3.60976107 

3.65055907 

3.69927410 

3.70773799 

3.69848222 

3.67756787 

3.66492493 

3.66736597 

3.67009386 

3.66798677 

3.66782858 

3.66849563 

3.66844670 

3.66953895 

3.66906517 

3.66933307 

0.43633380 

0.17529713 

0.44717838 

0.45336243 

0.26451626 

0.21981677 

0.05917282 

0.01837481 

0.03034020 

0.03880409 

0.02954832 

0.00863398 

0.00400896 

0.00156791 

0.00115907 

0.00094711 

0.00110530 

0.00043826 

0.00048718 

0.00060305 

0.00013127 

0.00039917 

0.00000000 

0.39269908 

0.78539816 

0.88357293 

0.98174770 

1.03063508 

1.04310693 

1.04310693 

1.02163120 

1.02623314 

1.03236907 

1.03428654 

1.02968460 

1.02728775 

1.02968460 

1.02721585 

1.02751545 

1.02756938 

1.02773716 

1.02787255 

1.02781431 

1.02805737 

1.02800173 

0.63530265 

0.24260357 

0.14442880 

0.04625403 

0.00283335 

0.01510519 

0.01510519 

0.00637053 

0.00176889 

0.00436733 

0.00628480 

0.00168286 

0.00071397 

0.00168286 

0.00078588 

0.00048627 

0.00043234 

0.00026457 

0.00017918 

0.00018742 

0.00005563 

Таким образом, удалось просуммировать расходящийся ряд (17), связанный с ин-

тегральной показательной функцией:  

....ie...,
...

nn

...
...)(Ei

e

028001349701
111

3

1

3

1

2

1

2

1

1

1

1

1

1
!4!3!2!111

1



 . (19) 

Аналогичным образом, преобразуя ряды в соответствующие цепные дроби, а за-

тем находя значения расходящихся в классическом смысле цепных дробей при помо-

щи /r  - алгоритма, то есть формул (3) и (4) предисловия, можно просуммировать и 

другие расходящиеся ряды. Например, 

 ,e
......

i
3

1

1

1

1

1

1
1132421452111








               

(20) 

 ...75315313111                                                  ....050318,1 ...809229.0ie  (21) 

Цепная дробь (20) представляет комплексный корень квадратного уравнения  

.01
3

cos22  xx
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Подходящие дроби разложения (20) определяются формулой 

,...2,1.
3/sin

3/)1sin(



 n

n

n

Q

P

n

n




 

Можно записать другие цепные дроби, подходящие которых периодически по-

вторяются: 

...
...2

1

...2

1

2

1
24/


ie
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1

3

1
36/


ie  

Цепная дробь (21) связана с неполной гамма функцией [541]: 
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....0503178040,1 ...8092294339.0ie      (22) 

В табл. 7 приведены результаты определения значения расходящейся цепной дроби (22). 

Определение значения расходящейся цепной дроби 
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 r0 = 1.050317804055…,  0 =  0.80922943390…  .                                                 Таблица 7 

Номер 

звена 

дроби 

Значение 

подходящей 

дроби 

Модуль 

Комплексного 

 числа, nr  

Погрешность, 

nr rr  0  

 

min 

r  

Аргумент  

комплексного 

числа, n  

Погрешноcть, 

n  0  

 

min 

  

1 2 3 4 5 6 7 8 

8 

16 

32 

64 

128 

256 

512 

1024 

2048 

4096 

8192 

16384 

32768 

65536 

131072 

262144 

524288 

1048576 

2097152 

4194304 

8388608 

16777216 

0.909090 

-0.255298 

1.232969 

5.097151 

2.897390 

0.485401 

0.152295 

0.215155 

-1.789037 

-1.076242 

1.238412 

1.513253 

2.634049 

-18.763236 

0.007903 

0.785107 

-12.041543 

0.846676 

0.815962 

0.975265 

0.909983 

1.286952 

1.018429678599    

1.017392202149   

1.051369832722 

1.188307933456    

1.137523550255    

1.099518268902 

1.073023887296 

1.069492823824   

1.045731096537   

1.043640648366   

1.046287186312   

1.050413791934    

1.053561869047   

1.050054380996   

1.050452714611   

1.049839458591    

1.050061241159    

1.049973494523   

1.050125044812    

1.050106631988     

1.050176943924  

1.050235875462 

0.031888125466 

0.032925601915 

0.001052028657 

0.137990129391 

0.087205746189 

0.049200464837 

0.022706083231 

0.019175019759 

0.004586707527   

0.006677155698 

0.004030617752 

0.000095987869   

0.003244064982    

0.000263423069 

0.000134910545   

0.000478345473   

0.000256562905    

0.000344309541  

0.000192759252    

0.000211172077     

0.000140860141  

0.000081928602 

m 

 

m 

 

 

 

 

 

 

 

 

m 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

m 

0.897597901025 

0.837758040957 

0.709391889520 

0.847731350968 

0.816319350932    

0.813118098576 

0.786935146104 

0.798449745780    

0.813406988960     

0.810906821695 

0.805821775752    

0.804813792780     

0.809583067321     

0.811536156750 

0.807694983945     

0.810292489546   

0.809985345715     

0.809607069807   

0.809540770488   

0.809297147852     

0.809317649265    

0.809141582712 

0.088368467122 

0.028528607054 

0.099837544382 

0.038501917065 

0.007089917029 

0.003888664673 

0.022294287798 

0.010779688122    

0.004177555057    

0.001677387792 

0.003407658150    

0.004415641123    

0.000353633417    

0.002306722846 

0.001534449958    

0.001063055643 

0.000755911812     

0.000377635904    

0.000311336585 

0.000067713949      

0.000088215362    

0.000087851190 

m 

m 

 

 

m 

m 

 

 

 

m 

 

 

m 

 

 

 

 

 

m 

m 

 

Метод суммирования расходящихся цепных дробей может быть эффективно ис-

пользован при решении такой практически важной проблемы, как решение бесконеч-

ных расходящихся систем линейных алгебраических уравнений. Расходящиеся СЛАУ, 

или что эквивалентно, – расходящиеся разностные схемы, будут подробно рассмотре-
ны в третьем параграфе. 

Можно указать ещё ряд задач в вычислительной математике, решение которых 

обеспечивается алгоритмом суммирования расходящихся непрерывных дробей. 
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2. Построение итерационных алгоритмов решения систем       

алгебраических уравнений 
 

В книге Г.И Марчука “Методы вычислительной математики” [321] дается такое 

определение сходимости итерационного метода: 

“Мы будем называть итерационный метод 

 ,
1

fAB j

j

jj

j 







 
где  {Bj} - последовательность невырожденных матриц,{τj} - последовательность ве-

щественных параметров, сходящимся, если последовательность {φ 
j
}  сходится к точ-

ному решению  φ  системы 

Aφ = f 

при любом начальном векторе, и расходящимся – в противном случае”. 

В этом параграфе рассматривается иной подход  к сходимости итерационных ал-

горитмов, связанный с суммированием рядов, в том числе и расходящихся, преобразо-

ванием их в соответствующие цепные дроби. Более подробно этот метод изложен в 

работе [550]. 

Рассмотрим систему стандартного вида  

 ,bAx   (23) 

где  

n

jijiaA 1,, )(  матрица n x n, а T

nxxx ),...,( 1  и T

nbbb ),...,( 1  - n-мерные векторы-

столбцы, которая тем или иным способом может быть преобразована к эквивалентной 

системе вида  

 ,cBxx   (24) 

где x – тот же вектор неизвестных, а В и с – некоторые новые матрица и вектор, соот-

ветственно. В методе простых итераций последовательность приближений )(kx  к ре-

шению системы *x  начинается с некоторого вектора 
T

nxxx ),...,( )0(0

1

)0(  и определяется 

рекуррентным равенством: 

 ...,,k,cBxx )k()k( 2101 
.                                     (25) 

 

Получив приближения )(kx , мы можем рассматривать эти приближения  ix  как 

частичные суммы ряда, который сходится, когда сходится итерационный процесс, и 

расходится в противном случае. Зная частичные суммы ряда, можно найти элементы 

ряда, первый из которых будет равен 
)0()0(

ii xp  , а последующие 
)1()()(  j

i

j

i

j

i xxp , то 

есть можно рассматривать ряд 

 ....... )()2()1()0(  k

iiii pppp , (26) 

частичная k - я сумма которого совпадает со значением 
)(k

ix  приближенного решения 

СЛАУ (23). 
Ряд (26) может медленно сходиться и даже расходиться. Для суммирования ряда 

(26) будем использовать соответствующие цепные дроби. После того, как найдены 

коэффициенты соответствующей цепной дроби, можно просуммировать ряд (26), то 

есть для каждого ix , получить приближенные значения. 

Рассмотрим рекуррентную схему вычисления коэффициентов соответствующих 

цепных дробей, так как формулы Хейлерманна – Стилтьеса [142] весьма наглядные и 

удобные в теоретическом отношении, непригодны для практического применения, 

поскольку подразумевают нахождение значений определителей Ганкеля n-го порядка. 
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Одним из эффективных рекуррентных алгоритмов является алгоритм Рутисхаузера 

[398]. 

Запишем алгоритм Рутисхаузера в несколько модифицированных обозначениях и 

приведем граф этого алгоритма.  
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Коэффициенты непрерывной дроби находятся по рекуррентным формулам 
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 2n + 1, = 2n - 1, + 1  2n, + 1 + 2n, . (29) 

Элемент таблицы Рутисхаузера определяется по формулам (29) за две операции: 

при нахождении элемента нечетной строки нужны операции сложения и операция вы-

читания, при нахождении элемента четной строки используются операции умножения 

и операция деления. 

На рис. 4 приведена граф-схема QD - алгоритма Рутисхаузера. Первая строка этой 

схемы составлена из коэффициентов исходного степенного ряда. 

   

 

Рис. 4. Схема алгоритма Рутисхаузера. 
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         Заполнение граф - схемы выполнялось по формулам Рутисхаузера (29). Крайний 

левый столбец этой схемы, то есть коэффициенты аi0 , –  искомые коэффициенты цеп-

ной дроби (28), соответствующей степенному ряду (27). 

При приближенных вычислениях особый интерес представляет оценка погреш-

ности аппроксимации. В данном случае неизвестные определяются цепной дробью 
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Предположим, для приближения 
i

x используется отрезок цепной дроби (30), со-

держащий k звеньев 
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Чтобы оценить погрешность, которая возникает при усечении цепной дроби (30), 

запишем её в аддитивной форме 
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Такая аддитивная запись, то есть запись цепной дроби (30) в виде суммы цепных 

дробей, позволяет определить погрешность аппроксимации при усечении цепной дро-

би (30). 

В [508] приведены формулы, по которым могут быть найдены значения элемен-

тов 1
*

ka  и 1
*
kb  аддитивной цепной дроби (31). 
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Определив значения 1
*

ka  и 1
*
kb , можем установить значение цепной дроби 
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то есть определить погрешность, которую мы допускаем отбрасывая “хвост” цепной 
дроби (30). 

Приведем пример решения СЛАУ итерационным методом с использованием не-

прерывных дробей. Система (33) относится к системам класса  Аb, то есть к системам, 

имеющим постоянные элементы по диагоналям и “возрастающую” правую часть.  
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  Из табл. 8 видно, что значения  )(
1

к
х ,получаемые  методом простых итераций, 

растут по модулю чрезвычайно быстро, как элементы геометрической прогрессии со 

знаменателем q = 106 . Ряд, образованный по значениям )(
1

к
х , то есть по данным ко-

лонки 2 табл. 8, является знакопеременным и расходящимся. Его элементы по модулю 

возрастают как члены геометрической прогрессии с тем же знаменателем, что и эле-

менты  )(
1

к
х , помещенные во второй колонке табл. 8. Тем не менее, соответствующая 

цепная дробь на нечетных подходящих приближает  
1х  с приемлемой точностью.    

x1=5.12512989039E-01                                                                    Таблица 8 

nитер 

Значение 

 x1 по методу              
итераций 

Коэффициенты 

ряда 

Коэффициенты 

дроби 

Значение  

x1 по методу 
цепных дробей 

Погрешность 

абсолютная 

1 -5.24798999000E+08 -5.24798999000E+08 -5.24798999000E+08 -5.24798999000E+08 5.24798999513E+08 

2 5.36345076201E+14 5.36345601000E+14 5.36345601000E+14 5.36345076201E+14 5.36345076201E+14 

3 -5.48681537254E+20 -5.48682073599E+20 -1.02300097656E+06 -5.13011986298E+05 5.13012498811E+05 

4 5.61301212086E+26 5.61301760768E+26 -9.77518970102E-01 -5.13012498788E+08 5.13012499301E+08 

5 -5.74211139965E+32 -5.74211701266E+32 9.99999045444E+02 5.12498711876E-01 1.42771628328E-05 

6 5.87417996184E+38 5.87418570395E+38 9.58672990404E-05 4.97428564227E+01 4.92303434336E+01 

7 -6.00928610096E+44 -6.00929197514E+44 3.80970931376E+07 5.12497419642E-01 1.55693967074E-05 

8 6.14749968129E+50 6.14750569057E+50 3.69359547213E+07 -1.56550764823E+03 1.56602016122E+03 

9 -6.28889217396E+56 -6.28889832146E+56 1.36713747589E+04 5.09006198930E-01 3.50679010944E-03 

… … … … … … 

191 -3.94402341146E+1150 -3.94402726681E+1150 -2.43652930791E+06 7.16836480402E-01 2.04323491364E-01 

192 4.03473594993E+1156 4.03473989395E+1156 -7.42302705734E+05 -3.30064478048E+05 3.30064990561E+05 

193 -4.12753487678E+1162 -4.12753891151E+1162 -9.31951174554E+05 7.71214975746E-01 2.58701986707E-01 

194 4.22246817894E+1168 4.22247230648E+1168 -3.78214283247E+06 -1.26711004448E+05 1.26711516961E+05 

195 -4.31958494706E+1174 -4.31958916953E+1174 -7.80794970642E+05 5.07807998907E-01 4.70499013174E-03 

196 4.41893540084E+1180 4.41893972042E+1180 -2.48738996781E+05 1.35672824415E+05 1.35672311902E+05 

197 -4.52057091506E+1186 -4.52057533399E+1186 -3.27191164487E+05 7.08055931520E-01 1.95542942481E-01 

198 4.62454404610E+1192 4.62454856668E+1192 -2.56671615264E+06 1.84328906334E+05 1.84328393821E+05 

199 -4.73090855917E+1198 -4.73091318371E+1198 -2.51162975447E+06 5.03416129713E-01 9.09685932632E-03 

200 4.83971945603E+1204 4.83972418693E+1204 -5.91110804443E+04 1.13520546672E+04 1.13515421542E+04 

В табл. 9 приведены абсолютная и относительная погрешности в определении хi  

(i = 1, 2, ..., 1024) для системы (33). Минимальные погрешности для  хi  достигаются 

при различном числе итераций: 5, 7, 13. 

                                                                                                                                                         Таблица 9 

i 
Значение хi  

по методу Гаусса 

Значение хi  

по методу цепных 
дробей 

nитер,      

min е 

Погрешность 

абсолютная 

Погрешность 

относительная 

1 5.12512989039E-01 5.12498711876E-01 5 1.42771628328E-05 2.78571726729E-05 

2 5.11511988038E-01 5.11473135150E-01 5 3.88528888324E-05 7.59569467401E-05 

4 5.09509986036E-01 5.09516682086E-01 13 6.69605009377E-06 1.31421371068E-05 

8 5.05505982032E-01 5.05528205833E-01 7 2.22238006875E-05 4.39634771445E-05 

16 4.97497974024E-01 4.97505374027E-01 7 7.40000247835E-06 1.48744374143E-05 

32 4.81481958008E-01 4.81552866439E-01 13 7.09084308240E-05 1.47271210571E-04 

64 4.49449925976E-01 4.49554637436E-01 13 1.04711460030E-04 2.32976921294E-04 

128 3.85385861912E-01 3.85452658841E-01 13 6.67969286001E-05 1.73324803013E-04 

256 2.57257733784E-01 2.57225276117E-01 5 3.24576676351E-05 1.26167898464E-04 

512 1.00147752789E-03 1.08105412130E-03 13 7.95765934114E-05 7.94591902415E-02 

1024 -5.11511034985E-01 -5.11444332725E-01 13 6.67022596167E-05 1.30402386370E-04 
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3.Решение бесконечных систем линейных алгебраических уравнений 

Г.И.Марчук [321] отмечал во введении к курсу «Методы вычислительной мате-

матики»: «Всякая редукция задач математической физики в конечном итоге обычно 

сводится к алгебраическим уравнениям той или иной структуры». Известно, однако, 

что при решении бесконечных систем линейных алгебраических уравнений встреча-

ются принципиальные трудности. С.К.Годунов и В.С.Рябенький [115] в книге «Разно-

стные схемы» пишут: «Из рассмотрения примеров может сложиться впечатление, что 

составление разностной схемы и решение по ней дифференциального уравнения не 

представляет трудностей. Это впечатление обманчиво. Уже в самых простых случаях, 
даже при решении линейных уравнений с постоянными коэффициентами, часто быва-

ет, что ,казалось бы, разумная разностная схема имеет решение, не сходящееся при 

измельчении сетки к истинному решению дифференциального уравнения». 

В книге В.В.Воеводина. “Вычислительные основы линейной алгебры” [89] есть 

такие слова: “Теория решения линейных систем достаточно проста и давно известна”. 

В книге В.В.Воеводина рассматриваются СЛАУ конечной размерности и с приведен-

ной выше фразой трудно не согласиться. Но если брать бесконечные СЛАУ, то столь 

же уверенно можно говорить, что сколь - нибудь вразумительной теории решения бес-

конечных СЛАУ по сей день не существует. 

Довольно часто возникает следующая ситуация: решения системы существуют, 

но при измельчении шага сетки значения решений системы изменяются, причем, скач-
кообразно, то есть с ростом размерности СЛАУ не можем найти пределы, к которым 

бы эти решения стремились. В этом случае говорят, что система является «расходя-

щейся» и решения не могут быть записаны. Возникает вопрос: что это означает для 

рассматриваемой СЛАУ? Ответ состоит в следующем: если решаемая система «расхо-

дится», то возможно существование комплексных решений у данной СЛАУ, которые в 

силу особенностей традиционных методов решения СЛАУ не могут быть установле-

ны. 

Процесс нахождения решения бесконечных систем линейных алгебраических 

уравнений (БСЛАУ) при помощи r/φ–алгоритма состоит из двух этапов. 

Рассмотрим БСЛАУ  

АХ=В,                                                                 (34) 

 
  

 

 

 

 

где А – матрица коэффициентов, Х – вектор искомых решений, В – правая часть систе-

мы линейных алгебраических уравнений. 

Для того чтобы узнать, «расходится» данная система или нет, решаем одним из 

классических методов подсистемы смежных порядков, например 1, 2, 3,…, и строим 
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дящейся» СЛАУ m>>n, что обусловлено r/φ-алгоритмом, требующим для определения 

комплексного числа большого количества вещественных «отсчетов».Предложенный в 

[518] r/φ–алгоритм позволяет использовать полученные в общем случае «по Гауссу» 

вещественные решения расширяющейся системы (34) для получения множества ком-

плексных решений исходной системы, если они имеются.  

При решении расходящихся БСЛАУ модуль ri комплексного корня ix  находит-

ся по формуле  

                             
 

lim , 1,2,...,
m

p
mi i

m
p i

r x i n




  ;                                    (36) 

где 
 p

ix - значение вещественной неизвестной ix , полученное «стандартным» алго-

ритмом решения СЛАУ размерности р.  

Модуль аргумента  φi  комплексного корня 
ix
 
БСЛАУ определяется следующим 

образом:  

                                                

(37)
 

где  m

ik  – количество отрицательных значений ix , полученных «стандартным» алго-

ритмом решения СЛАУ из общего количества m значений ix  , найденных из «расши-

ряющейся» системы. 
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Несмотря на кажущуюся сложность,  данный метод решения БСЛАУ достаточ-

но экономичен, а главное – метод позволяет решать расходящиеся в традиционном 

смысле БСЛАУ, что не обеспечивают известные алгоритмы решения СЛАУ.  
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В качестве примера рассмотрим решение при помощи r/φ–алгоритма расходя-

щейся бесконечной системы (38) 

Решить систему: 
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(38) 

В табл.10-14 приведены результаты решения системы (38) с использованием 

r/φ-алгоритма, то есть формул (36) и (37). В первых колонках таблиц  указана размер-

ность решаемых систем. Во вторых колонках помещены значения неизвестных xi 

(i=1,2,512,1024,2048), полученные по методу прогонки. Как видно из таблиц, значения 

xi, полученные «по прогонке» для расходящихся систем, не стремятся к каким-либо 

пределам. В то же время в колонках 3 и 4 таблиц 1-5 с ростом размерности системы 
(38) устанавливаются значения, соответственно, модулей и аргументов комплексных 

решений xi системы (38). 

Для достижения необходимой точности при определении модуля и аргумента 

комплексного числа  необходимо брать значительное число значений подходящих 

расходящихся цепных дробей. Классические алгоритмы, – обратный рекуррентный 

алгоритм (BR-алгоритм) и прямой рекуррентный алгоритм (FR-алгоритм), оказывают-

ся неэффективными при вычислении значений длинных серий подходящих дробей. 

BR-алгоритм требует недопустимо больших затрат  машинного времени, так как каж-

дую подходящую дробь приходится вычислять заново, а FR-алгоритм приводит к пе-

реполнению разрядной сетки компьютера или появлению «машинного нуля». В [508] 

были рассмотрены алгоритмы, эффективные при вычислении значений длинных по-
следовательностей подходящих цепных дробей. Нами использовался так называемый 

Δ – алгоритм. Определим число операций, необходимых при нахождении значений 

подходящей дроби Δ – алгоритмом. 
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Таким образом, можно записать   
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Так как f f f
n n n
 

1
 , то используя формулы (39) и (40), можно находить зна-

чение очередной подходящей дроби, выполняя всего 6 операций: 3 операции сложе-

ния, 1 операцию умножения и 2 операции деления. 
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Таблица 10 

Размерность 

системы, m 

Значение 
 mx1

                                 

по методу прогонки 

Модуль комплексного 

числа, 
 mr1  

Аргумент 

комплексного числа, 

 m
1  

1 1,000000000000E+00 --- --- 

2 2,500000000000E-01 5,000000000000E-01 0,000000000000E+00 

3 1,176470588235E-01 3,086789594993E-01 0,000000000000E+00 

4 -2,000000000000E-01 2,769413275131E-01 7,853981633974E-01 

7 5,511811023622E-02 2,222264956834E-01 4,487989505128E-01 

8 -4,250000000000E+00 3,213623350779E-01 7,853981633974E-01 

15 -4,316594612571E-01 2,586318164389E-01 8,377580409573E-01 

16 3,566826367091E-01 2,638802890571E-01 7,853981633974E-01 

31 2,368807660622E-01 2,338062307929E-01 7,093918895203E-01 

32 1,059969835469E-01 2,280970928948E-01 6,872233929728E-01 

63 3,535238227882E-01 2,262750841807E-01 7,479982508547E-01 

64 1,745241108523E-01 2,253588030476E-01 7,363107781851E-01 

127 -3,252270368534E-01 2,200670942025E-01 7,421085008480E-01 

128 3,769412205239E-01 2,209942810126E-01 7,363107781851E-01 

255 2,545459857837E-01 2,245282017180E-01 7,022383578612E-01 

256 1,213393341306E-01 2,239890962004E-01 6,994952392759E-01 

511 4,544313219042E-01 2,191004764571E-01 7,070120453284E-01 

512 2,021042090470E-01 2,190659250807E-01 7,056311624274E-01 

1023 -1,468533026117E-02 2,191323997622E-01 7,063209289596E-01 

1024 8,316406972992E-01 2,194179980411E-01 7,056311624274E-01 

2047 7,182382967496E-01 2,184842239440E-01 7,029064168755E-01 

2048 2,349945882313E-01 2,184919957063E-01 7,025632008516E-01 

4095 8,970276633117E-02 2,184996917478E-01 7,027347669568E-01 

4096 -5,225224025607E-01 2,185462070065E-01 7,033301912456E-01 

   Таблица 11  

Размерность 

системы, m 
Значение 

 
2

m
x  

по методу прогонки 

Модуль комплексно-

го числа, 
 
2

m
r  

Аргумент комплексно-

го числа, 
 
2

m
  

2 2,500000000000E-01 --- --- 

3 2,941176470588E-01 2,711630722733E-01 0,000000000000E+00 

4 4,000000000000E-01 3,086789594993E-01 0,000000000000E+00 

7 3,149606299213E-01 2,796171509701E-01 0,000000000000E+00 

8 1,750000000000E+00 3,633672992415E-01 0,000000000000E+00 

15 4,772198204190E-01 3,146580878184E-01 0,000000000000E+00 

16 2,144391210970E-01 3,067161002707E-01 0,000000000000E+00 

31 2,543730779793E-01 2,852720846243E-01 -1,047197551197E-01 

32 2,980010054844E-01 2,856740808728E-01 -1,013416985029E-01 

63 2,154920590706E-01 2,840796761355E-01 -1,013416985029E-01 

64 2,751586297159E-01 2,839358375615E-01 -9,973310011396E-02 

127 4,417423456178E-01 2,821002267203E-01 -1,246663751425E-01 

128 2,076862598254E-01 2,814208206787E-01 -1,236847501413E-01 

255 2,484846714054E-01 2,878711791825E-01 -1,607901751837E-01 

256 2,928868886231E-01 2,878906799017E-01 -1,601596254771E-01 

511 1,818562260319E-01 2,819164885233E-01 -1,601596254771E-01 

512 2,659652636510E-01 2,818843567438E-01 -1,598462015525E-01 

1023 3,382284434204E-01 2,832864475979E-01 -1,629201669670E-01 

1024 5,611976756693E-02 2,828384811551E-01 -1,627609097168E-01 

2047 9,392056775013E-02 2,818434626748E-01 -1,658318702775E-01 

2048 2,550018039229E-01 2,818296832207E-01 -1,657508581278E-01 

4095 3,034324112229E-01 2,820287811482E-01 -1,657508581278E-01 

4096 5,075074675202E-01 2,820692462138E-01 -1,657103817278E-01 

                                                                                          Таблица 12 

Размерность 

 системы, m 
Значение 

 
512

m
x  по 

методу прогонки 

Модуль комплексно-

го числа, 
 
512

m
r  

Аргумент комплекс-

ного числа, 
 
512

m
  

512 2,021042090470E-01 --- --- 

1023 3,757442030826E-01 2,582764972776E-01 -4,479223900626E-01 

1024 -3,021300469698E-01 2,583554658512E-01 -4,531732092898E-01 

2047 -2,112991322592E-01 2,569327328361E-01 -4,561036209313E-01 

2048 1,757602938211E-01 2,568692692281E-01 -4,558068716659E-01 

4095 2,921333954416E-01 2,568295399474E-01 -4,540583132141E-01 

4096 7,825019575690E-01 2,569093653590E-01 -4,539316581756E-01 
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                                                                                                                           Таблица 13 

Размерность 

системы, m 
Значение 

 
1024

m
x  по методу 

прогонки 

Модуль комплексного 

числа, 
 

1024

m
r  

Аргумент комплексного 

числа, 
 
1024

m
  

1024 8,316406972992E-01 --- --- 

2047 7,202060392628E-01 2,256697856946E-01 6,626797003666E-01 

2048 2,453475076446E-01 2,256881929093E-01 6,620331835858E-01 

4095 1,025767690142E-01 2,257655616882E-01 6,616570465080E-01 

4096 -4,990251548082E-01 2,258238406288E-01 6,624640545155E-01 

                                                                                                                         Таблица 14 

Размерность 

системы, m 
Значение 

 
2048

m
x  по методу 

прогонки 

Модуль комплексного 

числа, 
 
2048

m
r  

Аргумент комплексного 

числа, 
 
2048

m
  

2048 2,349945882313E-01 --- --- 

4095 3,056479485523E-01 2,768277496489E-01 -2,454369260617E-01 

4096 6,033643987254E-01 2,769330325520E-01 -2,453171423008E-01 

В табл. 15 приведены результаты проверки решения расходящейся бесконечной 

системы (38), полученного при помощи r/φ-алгоритма. В первой колонке табл.15 ука-

заны номера строк  системы (38) , по которым проводилась проверка. Во второй ко-

лонке приведены значения проверяемых строк системы (38) после подстановки най-

денных комплексных xi из решаемой системы (38) размерностью 4096. В третьей ко-

лонке даны значения правой части системы (38), в четвертой – абсолютные погрешно-

сти, допущенные при решении системы (38) при помощи  r/φ-алгоритма. 

                                                                        Таблица 15 
Номер 

строки, 

n 

Значение левой 

части системы 

Значение 

правой 

части 

Абсолютная  погреш-

ность 

1 
1,001299469052E+00 + 

i1,762678328659E-03 
1 

1,299469051622E-03 + 

i1,762678328659E-03 

2 
1,001615385287E+00 + 

i1,823158910945E-03 
1 

1,615385286690E-03 + 

i1,823158910945E-03 

4 
1,001420584071E+00 + 

i1,786263723479E-03 
1 

1,420584071188E-03 + 

i1,786263723479E-03 

8 
1,000966887833E+00 + 

i1,224856975491E-03 
1 

9,668878325528E-04 + 

i1,224856975491E-03 

16 
1,001094874798E+00 + 

i1,078635879098E-03 
1 

1,094874797582E-03 + 

i1,078635879098E-03 

32 
1,001217090677E+00 + 

i1,378751449401E-03 
1 

1,217090677040E-03 + 

i1,378751449401E-03 

64 
1,000939873348E+00 + 

i9,321736272402E-04 
1 

9,398733476283E-04 + 

i9,321736272402E-04 

128 
1,001321599553E+00 + 

i3,972567037168E-04 
1 

1,321599553336E-03 + 

i3,972567037168E-04 

256 
1,000792866804E+00 + 

i1,707477617846E-03 
1 

7,928668038036E-04 + 

i1,707477617846E-03 

512 
1,001030405321E+00 + 

i1,250966938645E-03 
1 

1,030405321258E-03 + 

i1,250966938645E-03 

1024 
1,000587637913E+00 + 

i2,199988158475E-03 
1 

5,876379127570E-04 + 

i2,199988158475E-03 

2048 
1,000849453587E+00 + 

i4,776958470371E-03 
1 

8,494535870614E-04 + 

i4,776958470371E-03 

Из табл.15 можно заключить, что погрешности, допущенные при решении сис-

темы (38) с использованием r/φ – алгоритма, весьма невелики ( 43 1010   ). 

На рис. 5 показаны вещественные значения  m
ix (i = 1, 2, 4), полученные мето-

дом прогонки из решения «расширяющейся» системы (38). Как видно из графиков, 

значения  m
ix с расширением системы (38) не стремятся к каким-либо пределам, а ос-

циллируют.  Для каждого  m
ix  (i = 1, 2, 4) приведены значения первых и последних 

150 “подходящих”, полученных из расширяющихся СЛАУ. 



78                                                                        ГЛАВА I 

 
1

m
x                                                                                                                                                                      

-3,48E-01

0,00E+00

3,48E-01

 
          1                                                                                                                                  150 

-7,30E-01

0,00E+00

7,30E-01

 
           3946                                                                                                                        4096 

 
2

m
x

-4,00E-01

0,00E+00

4,00E-01

 
1                                                                                                                                 150 

-5,28E-01

0,00E+00

5,28E-01

 
3945                                                                                                                         4095 

 
4

m
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Рис. 5. Значения  m
ix  (i = 1, 2, 4) расширяющейся системы (38). 
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Рис.6.  Значения модуля  
 m

ir   комплексных  m
ix  (i = 1, 2, 4) системы (38). 

На рис.6 показаны значения модулей  m
ir комплексных неизвестных                  

xi (i = 1, 2, 4), полученные при решении «расширяющейся» системы (38) с использова-

нием r -алгоритма. Алгоритм позволяет устанавливать комплексное число, являю-

щееся значением расходящейся цепной дроби, по вещественным подходящим дробям. 

Для определения модуля комплексного числа используется формула (36).  

В случае определения комплексных неизвестных расходящихся бесконечных  

систем вместо значений подходящих дробей берутся последовательные значения  m
ix , 

получаемые из решения «расширяющихся» систем по методу прогонки, которые при-

ведены во вторых колонках табл. 10-14.  

Таким образом, при помощи вычислительной процедуры, описываемой форму-

лой (36) из осциллирующих последовательностей значений  m
ix , показанных на рис. 5, 

получены «сходящиеся»  последовательности      (рис. 6), которые позволяют устано-

вить значения модулей комплексных xi (i=1, 2, …), являющихся решениями расходя-

щейся системы (38).  
Рассматриваемый способ выходит за рамки традиционных методов суммирова-

ния, ибо позволяет, при определенных условиях, за последовательностью веществен-

ных «подходящих дробей» усмотреть некое комплексное число, которое, собственно, 

и представлено этой последовательностью «подходящих дробей» или «отсчетов». 

Признаком комплексности такой последовательности служат перемены знаков ее эле-

ментов, причем, эти перемены знаков происходят сколь угодно много раз. Другими 

словами, признак комплексности устанавливается из «поведения» подходящих дробей. 

Параметры же комплексного числа ,то есть его модуль r0 и аргумент φ0, могут 
быть определены r/φ-алгоритмом, в данном случае определяемом формулами (36) и 

(37).  

Оценим вычислительную сложность r/φ – алгоритма. Оценку проведем на при-

мере расходящихся обыкновенных цепных дробей, хотя r/φ – алгоритм применим к 

непрерывным дробям со значительно более сложными графами. 

При вычислении значения n-звенной цепной дроби по классическому BR -

алгоритму требуется выполнения 2n операций – n операций сложения и n операций 

деления, причем, во многих практически важных случаях имеет место высокая ско-

рость сходимости, то есть используются цепные дроби с небольшим количеством 

звеньев.  

При определении значения расходящейся в классическом смысле цепной дроби 

при помощи r/φ – алгоритма необходимо вычислять длинную серию значений подхо-

дящих дробей. Чтобы определить комплексное число, которое является значением 

расходящейся цепной дроби с действительными элементами с точностью 7-8 десятич-

ных разрядов, надо взять число отсчетов, то есть значений подходящих дробей, поряд-

ка 
610 [521]. Поэтому следует подчеркнуть, что при использовании r/φ – алгоритма 

для решения разнообразных практически важных задач, в частности, разностных за-

дач, необходимы компьютеры с высокими техническими характеристиками. 

По «отсчетам», приведенным во  вторых колонках табл. 10 – 14, можно, помимо 

модулей, найти аргументы i  комплексных хi «расширяющейся» системы (38). Для 

этого надо использовать формулу (37).  
Формула (37) определяет модуль аргумента комплексного хi, но не знак аргу-

мента. Знак аргумента определяется из динамики распределения на «периоде» отсче-

тов  m
ix , полученных по прогонке. Можно сформулировать следующие алгоритмы. 
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 Алгоритм Z1. 

Если модуль аргумента комплексного числа, являющегося значением «расходя-

щейся» цепной дроби, установленный из анализа знаков подходящих дробей по форму-

ле (37), лежит в интервале 0
2

 
 , то знак аргумента комплексного числа будет 

положительным, если на «периодах» положительные подходящие дроби, составля-

ют убывающие последовательности. Если на периодах положительные подходящие 

дроби составляют возрастающие последовательности, то разложение определяет 

значение комплексного числа с отрицательным аргументом (рис 7). 
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Рис.7. Определение знака аргумента (

2
0


   ). 

 Алгоритм Z2. 

Если модуль аргумента комплексного числа, являющегося значением «расходя-

щейся» цепной дроби, определенный по формуле (37), лежит в интервале   
2
  , 

то знак аргумента этого комплексного числа будет положительным, если на «пе-

риоде» модули подходящих дробей, имеющих отрицательные значения, составляют 

убывающую последовательность. Если «на периоде» отрицательные подходящие 
дроби составляют по модулю возрастающую последовательность, то цепная дробь 

определяет значение комплексного числа, которое имеет отрицательный аргумент     

(рис. 8).   

Рис. 8. Определение знака аргумента  ( 



2

 ). 

Графики аргументов φi (i = 1, 2, 4) комплексных решений  xi  БСЛАУ (38)  при-

ведены на рис. 9. 
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Рис. 9. Значения аргумента φi комплексных  xi  (i=1,2,4) системы (38). 
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На рис. 10 показано размещение в комплексной плоскости значений неизвест-

ных xi  (i=1,2,…, 2048) бесконечной системы (38). 

 

               Рис.10. Расположение  xi  БСЛАУ (38) на комплексной плоскости. 

Запишем значения неизвестных xi  (i=1,2,…, 2048) системы (5), которые полу-

чены при помощи r/φ-алгоритма. 
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Для x1 и x2  на рис.10 показаны модули и аргументы комплексных неизвестных. 

Там же на комплексной плоскости точками отмечены расположения значений x3, x4, 

x2041 - x2048. Все значения неизвестных xi  (i=1,2,…, 2048) системы (38) расположены на 

окружности, что закономерно для неизвестных xi системы с трехдиагональной матри-

цей, содержащих одинаковые элементы по диагоналям и с постоянной правой частью.  

Комплексные неизвестные xi  укладываются на окружности, которая соприкаса-

ется с мнимой осью в начале координат. С ростом размерности системы (38) неизвест-
ные xi все более плотно располагаются на окружности. Теоретически, каждая неиз-

вестная xi имеет свою индивидуальную координату. Если смотреть на процесс разме-

щения xi  из центра этой окружности, то можно заметить, что неизвестные xi уклады-

ваются на окружности, двигаясь по часовой стрелке с постоянным «шагом», несколько 

превышающим угол π/2. Таким образом, предложенный выше r/φ–алгоритм позволяет 

найти не только действительные, но и комплексные решения БСЛАУ, если они име-

ются, что недоступно классическим алгоритмам решения БСЛАУ. 
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Г. Вебер [76] писал в самом начале XX века в своей “Энциклопедии”: “Ближай-

шая цель заключается в том, чтоб изучить свойства специальных категорий алгебраи-

ческих чисел. Исследователю открывается здесь неизмеримое поле для дальнейших 

изысканий. В настоящее время мы имеем более или менее точные сведения только о 
тех алгебраических числах, к которым приводит деление окружности на равные части 

и комплексное умножение эллиптических функций”. 

С тех пор, как писались эти строки, прошло столетие, и немало воды утекло. Вы-

шло множество книг и обзорных статей с кратким и внушительным названием “Тео-

рия алгебраических чисел”. И вступив в XXI век, обращаясь к алгебраическим числам, 

то есть корням алгебраических уравнений, можно смело утверждать вслед за Г. Вебе-

ром: “Исследователю открывается здесь неизмеримое поле для дальнейших изыска-

ний”. Алгебраические уравнения породили много глубоких математических теорий. 

Именно алгебраические уравнения вызвали к жизни важнейшие классы трансцендент-

ных функций, играющие заметную роль в современной математике – эллиптические и 

автоморфные функции. Из алгебраических уравнений вышли теории, покоящиеся в 
основании современного естествознания, – теория функций комплексного переменно-

го и теория групп. Со временем алгебраические уравнения приведут к новым, еще не-

ведомым теориям. 

В реферативных журналах “Математика” постоянно появляются сведения о но-

вых публикациях по проблеме нулей полиномов. Некоторые работы помещаются в 

теоретическом разделе “Поля и многочлены”, другие – в выпуске “Вычислительная 

математика” под рубрикой “Численные методы алгебры”. В книге приведена обшир-

ная библиография работ по этой тематике. Разумеется, эта библиография не претенду-

ет на полноту, но, тем не менее, она может дать некоторое представление о круге идей, 

используемых при исследовании нулей полиномов. 

Мы изучаем алгебраические уравнения с помощью непрерывных дробей – мате-

матического объекта, имеющего не менее древнюю историю, чем сами алгебраические 
уравнения. Из соприкосновения двух фундаментальных теорий можно ожидать инте-

ресных результатов. Действительно, при помощи непрерывных дробей, точнее при 

помощи математических конструкций, являющихся далекими обобщениями классиче-

ских цепных дробей, удалось предельно просто представленить в аналитической фор-

ме корни алгебраических уравнений n-й степени через коэффициенты исходного урав-

нения. При этом для получения комплексных корней необходимо использовать r/φ-

алгоритм, упоминавшийся в предисловии. 

Новый способ определения значений расходящихся в классическом смысле не-

прерывных дробей был разработан в последние годы [518-521]. Этот метод, получив-

ший название “r/φ-алгоритм”, распространяется не только на классические цепные 

дроби, но и на непрерывные дроби иных типов, в частности, на непрерывные дроби 
Хессенберга и непрерывные дроби Никипорца. Непрерывные дроби Никипорца, или 

функции Никипорца, которыми можно в аналитическом виде выразить все корни про-

извольного алгебраического уравнения степени n через его коэффициенты, записыва-

ются отношениями определителей Теплица бесконечного порядка. Значения подходя-
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щих непрерывных дробей Никипорца, задаваемые отношениями определителей Теп-

лица n-го и ( 1n )-го порядков, можно находить при помощи стандартных программ 

для вычисления определителей общего вида. Такой подход показывает возможность 

решения задачи “в принципе”, но не позволяет установить значения большого числа 

подходящих дробей, что ограничивает точность при нахождении всех корней полино-

ма. Между тем, для определения подходящих непрерывных дробей, записываемых от-

ношением определителей Теплица, то есть определителей не общего, а весьма специ-

ального вида, может быть эффективно использован, после незначительной модифика-

ции, известный рекуррентный QD-алгоритм Рутисхаузера. Метод решения алгебраи-

ческих уравнений названный нами методом Рутисхаузера – Никипорца, будет рас-

смотрен в третьей главе. 

2.1. Функции Никипорца 

1. Пусть имеется алгебраическое уравнение степени n: 
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Запишем следующую производящую функцию 
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Коэффициенты i  в (1) и (2) совпадают. Коэффициенты mc  последовательности 

(2) могут быть найдены из линейного рекуррентного соотношения 

  nmnmmm cccc    ...2211 , 10 c , 11 c .                      (3) 

Для определения корней алгебраического уравнения (1) Эйткен в статье “On 

Bernulli’s numerical solution of algebraic equations” ( О численном решении алгебраиче-

ских уравнений методом Бернулли) [577] предложил формулы: 
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 Для  xi  можно записать:  
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Таким образом, корень xi может быть представлен выражением: 
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Очевидно, что используя формулы Эйткена можно непосредственно находить 

только действительные корни алгебраического уравнения (1). Способ нахождения 

старшего по модулю действительного корня алгебраического уравнения (1), описы-

ваемый формулой (4), как известно, принадлежит Д. Бернулли. Для определения ком-
плексных корней алгебраического уравнения (1) будет использоваться описанный в 

[520] r/ - алгоритм.  
Запишем формулы Эйткена (4) - (7) в развернутом виде. В результате преобразо-

ваний получим конструкции из отношений определителей матриц Теплица, диаго-

нальными элементами которых являются коэффициенты исходного уравнения (1).   

Формулу (4) можно представить отношением определителей: 
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По аналогии с конструкцией (8) запишутся выражения в виде отношения беско-

нечных определителей, составленных из коэффициентов i  исходного алгебраическо-

го уравнения (1), для других корней этого уравнения. Сдвигая всякий раз диагональ-

ные элементы определителей (8) влево, получим: 
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Следует отметить, что формулы (9) – (11) получены из несколько модифициро-

ванной записи формул Эйткена, о чём более подробно будет сказано в третьей главе. 

Бесконечные поиски решений алгебраических уравнений в радикалах оказались 

безуспешными. В 1826 г. Абелем было установлено, что невозможно выразить корень 

уравнения степени выше четвертой какой-либо комбинацией радикалов. Эту задачу, то 

есть аналитическое представление всех корней алгебраических уравнений n-й степени, 
можно решить, если ввести новую функцию, которая была названа функцией Ники-

порца [540]. 

Функцию Никипорца определим отношениями определителей (11). Введём обо-

значения для функции Никипорца: 

  niX  ,...,, 21 . 

Индекс i в обозначении функции Никипорца определяет номер корня. Вместо 

обозначения  niX  ,,, 21   для функции Никипорца иногда будем использовать более 

компактную запись: )(n
iX , где второй индекс соответствует степени алгебраического 

уравнения. Корни ix  уравнения (1) будут располагаться в порядке уменьшения их мо-

дулей: 

 nxxxx  ...321 . 

Записывая вместо ix  их выражения в виде отношения определителей (11), полу-

чим неравенства, которые назовём неравенствами Никипорца. Важно отметить, что 

формулы (8) - (11) позволяют определять, как действительные корни, так и комплекс-
ные. В случае комплексных корней дополнительно используется r/φ-алгоритм, уста-

навливающий значения комплексных корней, что подробно будет рассматриваться 

ниже. Приведем функции Никипорца для уравнений второй-пятой степеней. 
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2. Функции Никипорца для квадратного уравнения: 
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Функции Никипорца (12) и (13) определяют корни квадратного уравнения 

.021

2   xx  

3. Функции Никипорца для кубического уравнения имеют вид: 
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Функции Никипорца (14), (15) и (16) определяют корни кубического уравнения 
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Определители, входящие в формулы (12)-(16), бесконечно высокого порядка. Для 

определения комплексных корней необходимо использовать r/φ-алгоритм. 

Пример. Определим при помощи функций Никипорца (14)(16) корни кубиче-
ского уравнения 

 0652 23  xxx . (17) 

Коэффициенты i  этого уравнения будут: 

 21  , 52  , 63  . 

Подставляя значения коэффициентов i  в формулы (14)(16), получим: 
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Для обыкновенных цепных дробей фундаментальное значение имеет понятие 

подходящих дробей. В [520] подходящие дроби для непрерывных дробей Хессенберга 

представлялись отношением определителей. Запишем несколько подходящих дробей 

непрерывной дроби Хессенберга (18): 
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Введём по аналогии подходящие дроби для конструкций вида (11), которые были 

названы непрерывными дробями Никипорца [54] . Для выражения (19) подходящие 

дроби будут иметь вид 

5,2
1

2
:
1

5

0

0 
Q

P
, 

6444444444,1
2

21

52

:
5

52

65

1

1 





Q

P
, 

3108108108,2

21

52

210

521

652

:

52

65

521

652

065

2

2 


















Q

P
, … . 

Для выражения (20) подходящие дроби будут определяться следующим образом: 
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В табл. 1-3 приведены результаты вычислений корней полинома 

 0652 23  xxx  

при использовании формул (18) (20). Значения корней полинома (17): 

 31 x , 22 x , 13 x . 

Значения определителей, входящих в формулы (8)(11), находились по стандарт-
ной программе вычислений определителей общего вида. Этим обстоятельством, соб-

ственно, объясняется сравнительно небольшое число подходящих дробей, использо-

вавшихся при решении уравнений при помощи функций Никипорца, то есть соотно-

шений (8)(11), составленных из определителей, что зачастую не позволяло получить 
этим методом корни уравнений с высокой точностью.  

В третьей главе будет рассмотрен QD-алгоритм Рутисхаузера, обеспечивающий 

нахождение большого числа подходящих дробей Никипорца, то есть конструкций ви-

да (11). 
 

Нахождение нулей полинома  Нахождение нулей полинома 
x3–2x2–5x+6=0  x3–2x2–5x+6=0 

x1=3 Таблица 1  x2=–2 Таблица 2 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
 Номер 

дроби, 
i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 2,000000000000 1,000000000000 m  0 -2,500000000000 0,500000000000 m 

1 4,500000000000 -1,500000000000   1 -1,644444444444 -0,355555555556 m 

2 2,444444444444 0,555555555556 m  2 -2,310810810811 0,310810810811 m 

3 3,500000000000 -0,500000000000 m  3 -1,789473684211 -0,210526315789 m 

4 2,727272727273 0,272727272727 m  4 -2,162745098039 0,162745098039 m 

5 3,204761904762 -0,204761904762 m  5 -1,890925599372 -0,109074400628 m 

6 2,873699851412 0,126300148588 m  6 -2,078522298714 0,078522298714 m 

7 3,088417786970 -0,088417786970 m  7 -1,947421824366 -0,052578175634 m 

8 2,942909760589 0,057090239411 m  8 -2,036452475127 0,036452475127 m 

9 3,038855387416 -0,038855387416 m  9 -1,975598351914 -0,024401648086 m 

10 2,974446337308 0,025553662692 m  10 -2,016595826604 0,016595826604 m 

11 3,017188424405 -0,017188424405 m  11 -1,988899155589 -0,011100844411 m 

12 2,988608416130 0,011391583870 m  12 -2,007476804607 0,007476804607 m 

13 3,007624034519 -0,007624034519 m  13 -1,995003419603 -0,004996580397 m 

14 2,994930426515 0,005069573485 m  14 -2,003348809774 0,003348809774 m 

15 3,003385514051 -0,003385514051 m  15 -1,997763843389 -0,002236156611 m 

16 2,997745560607 0,002254439393 m  16 -2,001494933957 0,001494933957 m 

17 3,001504098495 -0,001504098495 m  17 -1,999002347568 -0,000997652432 m 

18 2,998997773022 0,001002226978 m  18 -2,000666085714 0,000666085714 m 

19 3,000668375563 -0,000668375563 m  19 -1,999555659926 -0,000444340074 m 

20 2,999554515860 0,000445484140 m  20 -2,000296461321 0,000296461321 m 

21 3,000297033640 -0,000297033640 m  21 -1,999802283277 -0,000197716723 m 

22 2,999801997213 0,000198002787 m  22 -2,000131867519 0,000131867519 m 

23 3,000132010583 -0,000132010583 m  23 -1,999912068343 -0,000087931657 m 

24 2,999911996821 0,000088003179 m  24 -2,000058634744 0,000058634744 m 

25 3,000058670508 -0,000058670508 m  25 -1,999960904974 -0,000039095026 m 

26 2,999960887093 0,000039112907 m  26 -2,000026066670 0,000026066670 m 

27 3,000026075611 -0,000026075611 m  27 -1,999982620881 -0,000017379119 m 

28 2,999982616410 0,000017383590 m  28 -2,000011586892 0,000011586892 m 

29 3,000011589127 -0,000011589127 m  29 -1,999992275063 -0,000007724937 m 

30 2,999992273945 0,000007726055 m  30 -2,000005150158 0,000005150158 m 

 

На рис. 1 показано расположение значений подходящих дробей, определяемых по 

формулам (18), (19) и (20). Из табл. 1-3 можно заметить, что значения подходящих 
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Нахождение нулей полинома 
x3–2x2–5x+6=0 

x3=1 Таблица 3 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 1,200000000000 -0,200000000000 m 

1 0,810810810811 0,189189189189 m 

2 1,062200956938 -0,062200956938 m 

3 0,957983193277 0,042016806723 m 

4 1,017225747960 -0,017225747960 m 

5 0,990104511744 0,009895488256 m 

6 1,004512063777 -0,004512063777 m 

7 0,997597087711 0,002402912289 m 

8 1,001152014606 -0,001152014606 m 

9 0,999407402199 0,000592597801 m 

10 1,000290739459 -0,000290739459 m 

11 0,999852770088 0,000147229912 m 

12 1,000072993089 -0,000072993089 m 

13 0,999963295723 0,000036704277 m 

14 1,000018282782 -0,000018282782 m 

15 0,999990835462 0,000009164538 m 

16 1,000004574546 -0,000004574546 m 

17 0,999997710151 0,000002289849 m 

18 1,000001144065 -0,000001144065 m 

19 0,999999427681 0,000000572319 m 

20 1,000000286064 -0,000000286064 m 

21 0,999999856936 0,000000143064 m 

22 1,000000071521 -0,000000071521 m 

23 0,999999964236 0,000000035764 m 

24 1,000000017881 -0,000000017881 m 

25 0,999999991059 0,000000008941 m 

26 1,000000004470 -0,000000004470 m 

27 0,999999997765 0,000000002235 m 

28 1,000000001118 -0,000000001118 m 

29 0,999999999441 0,000000000559 m 

30 1,000000000279 -0,000000000279 m 
 

4. Запишем функции Никипорца для уравнения четвёртой степени 

 043

2

2

3

1

4   xxxx . (21) 

Старший по модулю корень определяется выражением, эквивалентным непре-

рывной дроби Хессенберга: 
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. (22) 

x 2 = -2
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Рис. 1. Распределение значений подходящих  

дробей (18)(20). 

 

 

дробей для всех трёх нулей полинома имеют свойство “вилки”, характерное для знако-

положительных обыкновенных цепных дробей. Наличие “вилки” обеспечивает очень 

простую оценку погрешности аппроксимации действительных нулей полинома. 
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Решим уравнение четвёртой степени при помощи функций Никипорца. 

 0120106194 234  xxxx . (26) 

Это уравнение рассматривал Декарт. Корни уравнения (26): 

 51 x , 42 x , 33 x , 24 x . (27) 



ГЛАВА II 
 

94 

Запишем функции Никипорца для корней уравнения (26). Здесь 41  , 192  , 

1063  , 1204  . 
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Результаты вычисления корней уравнения (26) по формулам (28)-(31) приведены 

в табл. 4-7. 
Нахождение нулей полинома  Нахождение нулей полинома 

x
4
–4x

3
–19x

2
+106x–120=0  x

4
–4x

3
–19x

2
+106x–120=0 

x1=–5 Таблица 4  x2=4 Таблица 5 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min  
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 4,000000000000 -9,000000000000 m  0 -4,750000000000 8,750000000000 m 

1 8,750000000000 -13,750000000000    1 -4,721804511278 8,721804511278 m 

2 3,142857142857 -8,142857142857 m  2 -6,458888245512 10,458888245512   

3 7,281818181818 -12,281818181818    3 -3,572699954990 7,572699954990 m 

4 2,576779026217 -7,576779026217 m  4 -8,020653078210 12,020653078210   

5 7,759205426357 -12,759205426357    5 -2,877843621613 6,877843621613 m 

6 1,971276927880 -6,971276927880 m  6 -10,432003524636 14,432003524636   

7 9,752961672474 -14,752961672474    7 -2,156750735897 6,156750735897 m 

8 1,239112571898 -6,239112571898 m  8 -16,450444092013 20,450444092013   

9 15,599529780564 -20,599529780564    9 -1,314045381192 5,314045381192 m 

10 0,370695586645 -5,370695586645 m  10 -54,598295384016 58,598295384016   

91 -5,000000195821 0,000000195821 m  91 3,999999843347 0,000000156653 m 

92 -4,999999843343 -0,000000156657 m  92 4,000000125329 -0,000000125329 m 

93 -5,000000125325 0,000000125325 m  93 3,999999899742 0,000000100258 m 

94 -4,999999899740 -0,000000100260 m  94 4,000000080210 -0,000000080210 m 

95 -5,000000080208 0,000000080208 m  95 3,999999935835 0,000000064165 m 

96 -4,999999935833 -0,000000064167 m  96 4,000000051334 -0,000000051334 m 

97 -5,000000051333 0,000000051333 m  97 3,999999958934 0,000000041066 m 

98 -4,999999958933 -0,000000041067 m  98 4,000000032854 -0,000000032854 m 

99 -5,000000032853 0,000000032853 m  99 3,999999973718 0,000000026282 m 

100 -4,999999973717 -0,000000026283 m  100 4,000000021026 -0,000000021026 m 

 

Нахождение нулей полинома  Нахождение нулей полинома 
x

4
–4x

3
–19x

2
+106x–120=0  x

4
–4x

3
–19x

2
+106x–120=0 

x3=3 Таблица 6  x4=2 Таблица 7 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min  
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 5,578947368421 -2,578947368421 m  0 1,132075471698 0,867924528302 m 

1 2,044994591996 0,955005408004 m  1 1,420276909335 0,579723090665 m 

2 3,575644019439 -0,575644019439 m  2 1,653272948792 0,346727051208 m 

3 2,608174703061 0,391825296939 m  3 1,768512738180 0,231487261820 m 

4 3,138053955553 -0,138053955553 m  4 1,850264987049 0,149735012951 m 

5 2,828776865113 0,171223134887    5 1,899757261770 0,100242738230 m 

6 3,017880902229 -0,017880902229 m  6 1,933587301567 0,066412698433 m 

7 2,917327009881 0,082672990119    7 1,955508286959 0,044491713041 m 

8 2,987841507588 0,012158492412 m  8 1,970313349955 0,029686650045 m 

9 2,956424218239 0,043575781761    9 1,980125074033 0,019874925967 m 

10 2,984340675797 0,015659324203    10 1,986718557535 0,013281442465 m 

91 2,999999999997 0,000000000003 m  61 1,999999999986 0,000000000014 m 

92 2,999999999998 0,000000000002 m  62 1,999999999991 0,000000000009 m 

93 2,999999999998 0,000000000002 m  63 1,999999999994 0,000000000006 m 

94 2,999999999999 0,000000000001 m  64 1,999999999996 0,000000000004 m 
 

На рис. 2 показано распределение значений подходящих непрерывных дробей 

Никипорца (28)-(31), записанных для уравнения (26). Можно обратить внимание на 

поведение первых подходящих дробей для 1x  и 2x : они имеют значения со знаком, 

противоположным знаку корней 1x  и 2x , что может привести к совершенно неверному 

заключению относительно корней 1x  и 2x , если делать выводы по значениям первых 

подходящих дробей. Из таблиц 4-7 наблюдаем, что подходящие дроби для 1x  и 2x  в 

“стационарном режиме” имеют свойство “вилки”, то есть точные значения 1x  и 2x  на-

ходятся между значениями соседних подходящих дробей. Подходящие дроби для 3x  и 

4x  приближают корни “снизу”, что не даёт возможность получить простую, как в слу-

чае “вилки”, оценку аппроксимации корней подходящими дробями. Термин “подхо-

дящие дроби” был введён для функций Никипорца (8)-(11), по аналогии с обыкновен-

ными непрерывными дробями, где понятие “подходящие дроби” вводится совершенно 
естественным образом. Конструкции (8)-(11), помимо названия “функции Никипорца”, 
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будут именоваться непрерывными дробями Хессенберга и Никипорца. Примеры обо-

значения подходящих непрерывных дробей Хессенберга (8) и подходящих непрерыв-

ных дробей Никипорца (11) были рассмотрены вы-

ше.

 
Рис. 2. Распределение значений подходящих дробей (28)(31). 

5. Известно, что попытки найти решения алгебраических уравнений степеней 

выше четвёртой в радикалах стимулировалось тем обстоятельством, что для уравне-

ний 2, 3 и 4 степени решения в радикалах были найдены. Казалось, что решения в ра-

дикалах вот-вот будут найдены для уравнений пятой степени. Не единожды объявля-
лось, что проблема решена. Но вскоре устанавливалась ошибка. Лишь в 1826 Н. Абель 

строго доказал теорему о том, что общее алгебраическое уравнение при 4n  нераз-

решимо в радикалах. 

Метод аналогии при решении уравнений в радикалах не сработал. И здесь умест-

но подчеркнуть, что совершенно аналогичным образом, как то было сделано для ал-

гебраических уравнений 2, 3 и 4 степеней, строятся функции Никипорца для уравне-

ний степени 4n . Например, для уравнения пятой степени функции Никипорца име-

ют вид: 
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Несложно по приведённой схеме записать аналитические выражения для пред-

ставления корней алгебраических уравнений шестой, седьмой и вообще произвольной 

степени n через коэффициенты исходного уравнения. 

В табл. 8-12 приведены результаты вычисления корней полинома пятой степени 

 01202742258515 2345  xxxxx  (37) 

с использованием непрерывных дробей Хессенберга – формула (38), и непрерывных 

дробей Никипорца – отношения определителей (39)-(42). 
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На рис. 3а показаны значения подходящих непрерывных дробей Хессенберга 

(38), приведённые в табл. 8. На рис. 3б даны значения подходящих дробей непрерыв-

ной дроби Никипорца, которые были получены при вычислении определителей, вхо-

дящих в формулу (39). На рис. 3в и 3г показаны значения подходящих дробей, соот-

ветствующие данным колонок 2 таблиц 10 и 11. Эти подходящие дроби получены из 
непосредственного вычисления определителей, входящих, соответственно, в формулы 

(40) и (41). На рис. 3д приведены значения подходящих дробей непрерывной дроби 

Никипорца (42), которые имеются во второй колонке таблицы 12. Как уже отмечалось, 

во всех примерах этого параграфа значения определителей вычислялись непосредст-

венно по стандартным программам. 
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Нахождение нулей полинома  Нахождение нулей полинома 
x

5
–15x

4
+85x

3
–225x

2
+274x–120=0  x

5
–15x

4
+85x

3
–225x

2
+274x–120=0 

x1=5 Таблица 8  x2=4 Таблица 9 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min  
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 15,000000000000 -10,000000000000 m  0 5,666666666667 -1,666666666667 m 

1 9,333333333333 -4,333333333333 m  1 4,852941176471 -0,852941176471 m 

2 7,500000000000 -2,500000000000 m  2 4,480000000000 -0,480000000000 m 

3 6,620000000000 -1,620000000000 m  3 4,279902499313 -0,279902499313 m 

4 6,117824773414 -1,117824773414 m  4 4,163422791423 -0,163422791423 m 

5 5,801998824221 -0,801998824221 m  5 4,092525665915 -0,092525665915 m 

6 5,590726705305 -0,590726705305 m  6 4,048404394623 -0,048404394623 m 

7 5,443309409888 -0,443309409888 m  7 4,020794877446 -0,020794877446 m 

8 5,337288361552 -0,337288361552 m  8 4,003691840923 -0,003691840923 m 

9 5,259307197112 -0,259307197112 m  9 3,993400202935 0,006599797065  

10 5,200961090099 -0,200961090099 m  10 3,987561427201 0,012438572799  

11 5,156723574200 -0,156723574200 m  11 3,984630148375 0,015369851625  

12 5,122831734502 -0,122831734502 m  12 3,983575786614 0,016424213386  

13 5,096650243475 -0,096650243475 m  13 3,983703981041 0,016296018959  

14 5,076290544887 -0,076290544887 m  14 3,984545300917 0,015454699083  

15 5,060373395885 -0,060373395885 m  15 3,985783471995 0,014216528005  

16 5,047875626332 -0,047875626332 m  16 3,987207740721 0,012792259279  

17 5,038028289069 -0,038028289069 m  17 3,988680507724 0,011319492276  

18 5,030247217367 -0,030247217367 m  18 3,990114929175 0,009885070825  

19 5,024084613947 -0,024084613947 m  19 3,991459210071 0,008540789929  

20 5,019194639535 -0,019194639535 m  20 3,992685499820 0,007314500180  

21 5,015308532626 -0,015308532626 m  21 3,993782015720 0,006217984280  

22 5,012216350514 -0,012216350514 m  22 3,994747463902 0,005252536098  

23 5,009753394033 -0,009753394033 m  23 3,995587111380 0,004412888620  

24 5,007789999702 -0,007789999702 m  24 3,996310050464 0,003689949536 m 

25 5,006223788378 -0,006223788378 m  25 3,996927324590 0,003072675410 m 

26 5,004973729402 -0,004973729402 m  26 3,997450674220 0,002549325780 m 

27 5,003975562059 -0,003975562059 m  27 3,997891725783 0,002108274217 m 

28 5,003178242197 -0,003178242197 m  28 3,998261493627 0,001738506373 m 

29 5,002541170081 -0,002541170081 m  29 3,998570099730 0,001429900270 m 

30 5,002032018220 -0,002032018220 m  30 3,998826641776 0,001173358224 m 

 

Нахождение нулей полинома  Нахождение нулей полинома 
x

5
–15x

4
+85x

3
–225x

2
+274x–120=0  x

5
–15x

4
+85x

3
–225x

2
+274x–120=0 

x3=3 Таблица 10  x4=2 Таблица 11 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min  
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 2,647058823529 0,352941176471 m  0 1,217777777778 0,782222222222 m 

1 2,682222222222 0,317777777778 m  1 1,444246100358 0,555753899642 m 

2 2,720070422535 0,279929577465 m  2 1,592858951392 0,407141048608 m 

3 2,757802301754 0,242197698246 m  3 1,698923698492 0,301076301508 m 

4 2,793525448142 0,206474551858 m  4 1,778157476373 0,221842523627 m 

5 2,826162134370 0,173837865630 m  5 1,838245359330 0,161754640670 m 

6 2,855229254944 0,144770745056 m  6 1,883604528541 0,116395471459 m 

7 2,880623123560 0,119376876440 m  7 1,917354840626 0,082645159374 m 

8 2,902462140986 0,097537859014 m  8 1,942028332116 0,057971667884 m 

9 2,920988156530 0,079011843470 m  9 1,959758019839 0,040241980161 m 

10 2,936508359255 0,063491640745 m  10 1,972305680274 0,027694319726 m 

11 2,949360085993 0,050639914007 m  11 1,981073533550 0,018926466450 m 

12 2,959887544419 0,040112455581 m  12 1,987137212974 0,012862787026 m 

13 2,968425253466 0,031574746534 m  13 1,991296375254 0,008703624746 m 

14 2,975286260908 0,024713739092 m  14 1,994130789130 0,005869210870 m 

15 2,980754440889 0,019245559111 m  15 1,996052660477 0,003947339523 m 

16 2,985080377289 0,014919622711 m  16 1,997350673726 0,002649326274 m 

17 2,988480209428 0,011519790572 m  17 1,998224678331 0,001775321669 m 

18 2,991136700284 0,008863299716 m  18 1,998811802607 0,001188197393 m 

19 2,993201784118 0,006798215882 m  19 1,999205500499 0,000794499501 m 

20 2,994799944548 0,005200055452 m  20 1,999469130662 0,000530869338 m 

21 2,996031917610 0,003968082390 m  21 1,999645477181 0,000354522819 m 

22 2,996978365030 0,003021634970 m  22 1,999763342764 0,000236657236 m 

23 2,997703295104 0,002296704896 m  23 1,999842072516 0,000157927484 m 

24 2,998257111869 0,001742888131 m  24 1,999894636284 0,000105363716 m 

25 2,998679246633 0,001320753367 m  25 1,999929717836 0,000070282164 m 

26 2,999000373784 0,000999626216 m  26 1,999953125238 0,000046874762 m 

27 2,999244240855 0,000755759145 m  27 1,999968740102 0,000031259898 m 

28 2,999429156849 0,000570843151 m  28 1,999979155012 0,000020844988 m 

29 2,999569187600 0,000430812400 m  29 1,999986100801 0,000013899199 m 

30 2,999675106046 0,000324893954 m  30 1,999990732591 0,000009267409 m 
 

Из правых крайних колонок таблиц 8-12 видно, что для всех корней, кроме x2, наблю-

дается монотонное увеличение точности с ростом числа подходящих. 
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Нахождение нулей полинома 
x

5
–15x

4
+85x

3
–225x

2
+274x–120=0 

x5=1 Таблица 12 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 0,437956204380 0,562043795620 m 

1 0,683917131209 0,316082868791 m 

2 0,82429848145 0,17570151785 m 

3 0,903966584745 0,096033415255 m 

4 0,948442146728 0,051557853272 m 

5 0,972773309864 0,027226690136 m 

6 0,985821725354 0,014178274646 m 

7 0,992698509954 0,007301490046 m 

8 0,996271738029 0,003728261971 m 

9 0,998108203644 0,001891796356 m 

10 0,999044396103 0,000955603897 m 

11 0,999518836758 0,000481163242 m 

12 0,999758265511 0,000241734489 m 

13 0,999878740191 0,000121259809 m 

14 0,999939237143 0,000060762857 m 

15 0,999969573724 0,000030426276 m 

16 0,999984771779 0,000015228221 m 

17 0,999992380829 0,000007619171 m 

18 0,999996188719 0,000003811281 m 

19 0,999998093792 0,000001906208 m 

20 0,999999046706 0,000000953294 m 

21 0,999999523290 0,000000476710 m 

22 0,999999761624 0,000000238376 m 

23 0,999999880805 0,000000119195 m 

24 0,999999940400 0,000000059600 m 

25 0,999999970199 0,000000029801 m 

26 0,999999985099 0,000000014901 m 

27 0,999999992550 0,000000007450 m 

28 0,999999996275 0,000000003725 m 

29 0,999999998137 0,000000001863 m 

30 0,999999999069 0,000000000931 m 

Из таблиц 8-12 видно, что непре-

рывная дробь Хессенберга (38) аппрок-

симирует старший по модулю корень 

51 x  уравнения пятой степени (37)                

“с избытком”. Отношение определителей 

(39), представляющее второй по модулю 

корень 42 x , на начальном участке  

приближает корень “с избытком”, затем, 

после восьмой подходящей дроби, – “с 

недостатком”. Также “снизу”, то есть с 

недостатком, вычисляются по формулам 

(40)-(42) и остальные три корня уравне-

ния (37), причём для всех этих корней, 

как впрочем и для 1x , точность в опреде-

лении корней увеличивается с каждой 

новой подходящей дробью, то есть моно- 

тонно. Из таблиц 8-12 можно также от-

метить, что с уменьшением модулей 

корней точность их вычислений растёт. 

 
Рис. 3. Распределение значений подходящих 

дробей (38)(42) 

 

Рассмотренный пример уравнения пятой степени подтверждает, что функции Ни-

кипорца (8)-(11) имеют одну и ту же структуру как для уравнений второй, третьей, 
четвёртой степени, как и для уравнений степени выше четвёртой. В следующем пара-

графе будут рассмотрим пример решения алгебраического уравнения, корни которых 

кратные. 
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2.2. Кратные корни 

Известно, что случай кратных корней наиболее “тяжёлый” для любых алгорит-

мов, определяющих нули полиномов. Об этом писал, в частности, А. Н. Крылов в сво-

ей книге “Лекции о приближённых вычислениях” [261]. Найдём, используя функции 

Никипорца (22)-(25), корни уравнения 

 .01464 234  xxxx  (43) 

Корни алгебраического уравнения (43) равны между собой, т. е. кратные, причём, 

кратность равна четырём: 

 14321  xxxx . 

Для определения корней уравнения (43) можно записать: 
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Результаты вычислений кратных корней полинома (43) приведены в табл. 13-16. 
 

Нахождение нулей полинома  Нахождение нулей полинома 
x

4
–4x

3
+6x

2
–4x+1=0  x

4
–4x

3
+6x

2
–4x+1=0 

x1=1 Таблица 13  x2=1 Таблица 14 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min  
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

6 4,000000000000 -3,000000000000 m  0 1,500000000000 -0,500000000000 m 
1 2,500000000000 -1,500000000000 m  1 1,333333333333 -0,333333333333 m 

2 2,000000000000 -1,000000000000 m  2 1,250000000000 -0,250000000000 m 
3 1,750000000000 -0,750000000000 m  3 1,200000000000 -0,200000000000 m 
4 1,600000000000 -0,600000000000 m  4 1,166666666667 -0,166666666667 m 
5 1,500000000000 -0,500000000000 m  5 1,142857142857 -0,142857142857 m 
6 1,428571428571 -0,428571428571 m  6 1,125000000000 -0,125000000000 m 
7 1,375000000000 -0,375000000000 m  7 1,111111111111 -0,111111111111 m 

8 1,333333333333 -0,333333333333 m  8 1,100000000000 -0,100000000000 m 
9 1,300000000000 -0,300000000000 m  9 1,090909090909 -0,090909090909 m 

10 1,272727272727 -0,272727272727 m  10 1,083333333333 -0,083333333333 m 
91 1,032608695652 -0,032608695652 m  91 1,010752688172 -0,010752688172 m 
92 1,032258064516 -0,032258064516 m  92 1,010638297872 -0,010638297872 m 
93 1,031914893617 -0,031914893617 m  93 1,010526315789 -0,010526315789 m 

94 1,031578947368 -0,031578947368 m  94 1,010416666667 -0,010416666667 m 
95 1,031250000000 -0,031250000000 m  95 1,010309278351 -0,010309278351 m 
96 1,030927835052 -0,030927835052 m  96 1,010204081633 -0,010204081633 m 
97 1,030612244898 -0,030612244898 m  97 1,010101010101 -0,010101010101 m 
98 1,030303030303 -0,030303030303 m  98 1,010000000000 -0,010000000000 m 
99 1,030000000000 -0,030000000000 m  99 1,009900990099 -0,009900990099 m 

100 1,029702970297 -0,029702970297 m  100 1,009803921569 -0,009803921569 m 
 

Нахождение нулей полинома  Нахождение нулей полинома 
x

4
–4x

3
+6x

2
–4x+1=0  x

4
–4x

3
+6x

2
–4x+1=0 

x3=1 Таблица 15  x4=1 Таблица 16 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min  
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 0,666666666667 0,333333333333 m  0 0,250000000000 0,750000000000 m 
1 0,750000000000 0,250000000000 m  1 0,400000000000 0,600000000000 m 
2 0,800000000000 0,200000000000 m  2 0,500000000000 0,500000000000 m 
3 0,833333333333 0,166666666667 m  3 0,571428571429 0,428571428571 m 
4 0,857142857143 0,142857142857 m  4 0,625000000000 0,375000000000 m 
5 0,875000000000 0,125000000000 m  5 0,666666666667 0,333333333333 m 

6 0,888888888889 0,111111111111 m  6 0,700000000000 0,300000000000 m 
7 0,900000000000 0,100000000000 m  7 0,727272727273 0,272727272727 m 
8 0,909090909091 0,090909090909 m  8 0,750000000000 0,250000000000 m 
9 0,916666666667 0,083333333333 m  9 0,769230769231 0,230769230769 m 

10 0,923076923077 0,076923076923 m  10 0,785714285714 0,214285714286 m 
91 0,989361702128 0,010638297872 m  91 0,968421052632 0,031578947368 m 

92 0,989473684211 0,010526315789 m  92 0,968750000000 0,031250000000 m 
93 0,989583333333 0,010416666667 m  93 0,969072164948 0,030927835052 m 
94 0,989690721649 0,010309278351 m  94 0,969387755102 0,030612244898 m 
95 0,989795918367 0,010204081633 m  95 0,969696969697 0,030303030303 m 
96 0,989898989899 0,010101010101 m  96 0,970000000000 0,030000000000 m 
97 0,990000000000 0,010000000000 m  97 0,970297029703 0,029702970297 m 

98 0,990099009901 0,009900990099 m  98 0,970588235294 0,029411764706 m 
99 0,990196078431 0,009803921569 m  99 0,970873786408 0,029126213592 m 

100 0,990291262136 0,009708737864 m  100 0,971153846154 0,028846153846 m 
 

Для всех корней наблюдается монотонное увеличение точности их вычисления с 

ростом числа подходящих. 
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Рис. 4. Распределение значений подходящих дробей уравнения (43). 

На рис. 4 показано распределение значений подходящих непрерывных дробей, 

записанных для уравнения (43). Из таблиц 13-16 видно, что первые два кратных корня 

уравнения (43) находятся “с избытком”, а два последующих корня – “с недостатком”. 

Можно также обратить внимание, что четвёртый кратный корень определяется с 
меньшей точностью, чем два предшествующие корня. 

2.3. Нахождение нулей полиномов при помощи r/φ-алгоритма 

Функции Никипорца для алгебраического уравнения n-й степени строятся по уже 

описанной выше схеме, то есть по формуле (11). Если все корни уравнения n-й степени 

действительны, то значения этих корней со все большей точностью могут быть уста-

новлены непосредственно, вычисляя последовательно значения определителей, вхо-

дящих в формулу (11). Для комплексных корней, определяемых также формулой (11), 

непосредственное вычисление их значений невозможно. В самом деле, при действи-

тельных значениях коэффициентов i  алгебраического уравнения (1) значения опре-

делителей, входящих в формулу (11), не могут иметь комплексные величины. Для вы-

числения комплексных корней алгебраического уравнения n-й степени (1) должно 
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быть использовано суммирование по Никипорцу, в частности, может быть использо-

ван рассматривавшийся в [520] r/φ-алгоритм, когда модуль и аргумент искомого ком-

плексного числа определяются формулами 
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,                                                     (45) 

где  p

ix - р-я подходящая дробь непрерывной дроби Никипорца (11), 

 m

ik - число отрицательных подходящих дробей для i-го корня из m подходящих дробей. 

Следует отметить, что в данном случае, как и в случае суммирования расходя-

щихся непрерывных дробей, последовательность подходящих дробей может быть со-

ставлена достаточно произвольным образом. Подробно этот вопрос был рассмотрен в 

[520]. 

Функция Никипорца  nX  ,...,, 211  представляется непрерывной дробью Хессен-

берга, подходящие которой рассматривались выше. 

Подходящие дроби для функции Никипорца  nnX  ,...,, 212  определяются сле-

дующим образом: 
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Аналогично, используя формулы (11), записываются подходящие дроби для 

функции Никипорца, определяющего i-й корень уравнения n-й степени. 

Здесь следует отметить, что понятие подходящей дроби для функций Никипорца 
введено по аналогии с тем, как определены подходящие дроби обобщённых непре-

рывных дробей, когда n-я подходящая дробь представлялась отношением определите-

лей n-го и ( 1n )-го порядков. Функции Никипорца (11) иногда будем называть непре-

рывной дробью Никипорца с тем, чтобы термин “подходящая дробь” воспринимался 

более естественно. 

2.4. Определение комплексных корней 

Выше был рассмотрен так называемый r/φ-алгоритм, который позволяет исполь-

зовать функции Никипорца для определения комплексных корней алгебраического 

уравнения с действительными коэффициентами. 

Следует напомнить, что первоначально r/φ-алгоритм был введён для суммирова-

ния расходящихся в классическом смысле обыкновенных цепных дробей [518, 519]. 
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Составим алгебраическое уравнение, корни которого: 

 iex 21  , iex  22 , iex 23  , iex  24 . 

Уравнение имеет вид: 

       016coscos16coscos168coscos4 234  xxxx  . (46) 

Положим 0 , 1,0 . Корни, следовательно, равны: 

 21 x , 22 x , 1,0

3 2 iex  , 1,0

4 2 iex  . 

Уравнение (46) при 0 , 1,0  следующее: 

       0161,0cos1161,0cos1681,0cos14 234  xxxx . (47) 

Следовательно, 

  1,0cos141  , 1,0cos1682  ,  1,0cos1163  , 164  . 

Результаты вычислений корней полинома (47) приведены в табл. 17-20. 

Запишем функцию Никипорца для первого корня: 
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x . (48) 

Функции Никипорца для последующих корней уравнения (47) можно записать по 

формулам, которые были рассмотрены в первом параграфе. Ввиду их громоздкости, 

они не приводятся. Результаты вычисления корней полинома (47) даны в табл. 17-20. 
 

Нахождение нулей полинома  Нахождение нулей полинома 
x

4
–4(cosφ+cosα)x

3
+(8+16cosφcosα)x

2
– 

–16(cosφ+cosα)x+16=0, φ=0; α=0,1 
 

x
4
–4(cosφ+cosα)x

3
+(8+16cosφcosα)x

2
– 

–16(cosφ+cosα)x+16=0, φ=0; α=0,1 
x1=2 Таблица 17  x4=2 Таблица 18 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min  
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 7,980016661112 -5,980016661112 m  0 0,501252086289 1,498747913711 m 
1 4,982520833689 -2,982520833689 m  1 0,802806477587 1,197193522413 m 
2 3,982027027078 -1,982027027078 m  2 1,004513523590 0,995486476410 m 
3 3,480784014624 -1,480784014624 m  3 1,149166389869 0,850833610131 m 
4 3,179241352088 -1,179241352088 m  4 1,258161793024 0,741838206976 m 
5 2,977548737142 -0,977548737142 m  5 1,343386910885 0,656613089115 m 

6 2,832913062730 -0,832913062730 m  6 1,411974145139 0,588025854861 m 
7 2,723937682311 -0,723937682311 m  7 1,468462375618 0,531537624382 m 
8 2,638735500109 -0,638735500109 m  8 1,515877586001 0,484122413999 m 
9 2,570174209039 -0,570174209039 m  9 1,556314737707 0,443685262293 m 

10 2,513715037030 -0,513715037030 m  10 1,591270267741 0,408729732259 m 
91 2,043561409007 -0,043561409007 m  91 1,957367164192 0,042632835808 m 

92 2,042685733104 -0,042685733104 m  92 1,958206265004 0,041793734996 m 
93 2,041636634971 -0,041636634971 m  93 1,959212492314 0,040787507686 m 
94 2,040430517357 -0,040430517357 m  94 1,960370601191 0,039629398809 m 
95 2,039083908473 -0,039083908473 m  95 1,961665227889 0,038334772111 m 
96 2,037613258264 -0,037613258264 m  96 1,963081062501 0,036918937499 m 
97 2,036034781634 -0,036034781634 m  97 1,964602980303 0,035397019697 m 

98 2,034364343379 -0,034364343379 m  98 1,966216136759 0,033783863241 m 
99 2,032617379120 -0,032617379120 m  99 1,967906031449 0,032093968551 m 

100 2,030808846508 -0,030808846508 m  100 1,969658546090 0,030341453910 m 
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Нахождение нулей полинома 
x

4
–4(cosφ+cosα)x

3
+(8+16cosφcosα)x

2
–16(cosφ+cosα)x+16=0, φ=0; α=0,1 

x2=2e
i0,1

 Таблица 19 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 2,997495827423 2,997495827423 -0,997495827423 m 0,000000000000 0,100000000000 m 
1 2,663542405315 2,825589716519 -0,825589716519 m 0,000000000000 0,100000000000   
2 2,496221101812 2,711234513033 -0,711234513033 m 0,000000000000 0,100000000000   
3 2,395546675364 2,628611917165 -0,628611917165 m 0,000000000000 0,100000000000   

4 2,328189398038 2,565575735164 -0,565575735164 m 0,000000000000 0,100000000000   
5 2,279863926601 2,515584175120 -0,515584175120 m 0,000000000000 0,100000000000   
6 2,243426510554 2,474770873325 -0,474770873325 m 0,000000000000 0,100000000000   
7 2,214907385523 2,440689697237 -0,440689697237 m 0,000000000000 0,100000000000   
8 2,191923721556 2,411710137218 -0,411710137218 m 0,000000000000 0,100000000000   
9 2,172958226984 2,386699464854 -0,386699464854 m 0,000000000000 0,100000000000   

10 2,156998441264 2,364843860987 -0,364843860987 m 0,000000000000 0,100000000000   
91 2,608592884285 2,030478736282 -0,030478736282 m 0,068295492469 0,031704507531 m 
92 2,448276188155 2,034568097367 -0,034568097367   0,067561132335 0,032438867665   
93 2,348416380269 2,037675514550 -0,037675514550   0,066842396885 0,033157603115   
94 2,279451023535 2,040081926211 -0,040081926211   0,066138792707 0,033861207293   
95 2,228382424324 2,041958941699 -0,041958941699   0,065449846950 0,034550153050   

96 2,188587248148 2,043419288111 -0,043419288111   0,064775106260 0,035224893740   
97 2,156324060470 2,044540983121 -0,044540983121   0,064114135788 0,035885864212   
98 2,129309469494 2,045380128093 -0,045380128093   0,063466518254 0,036533481746   
99 2,106061551932 2,045978202569 -0,045978202569   0,062831853072 0,037168146928   

100 2,085567600673 2,046366469542 -0,046366469542   0,062209755517 0,037790244483   
 

Нахождение нулей полинома 
x

4
–4(cosφ+cosα)x

3
+(8+16cosφcosα)x

2
–16(cosφ+cosα)x+16=0, φ=0; α=0,1 

x3=2e
-i0,1

 Таблица 20 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 1,334447228719 1,334447228719 0,665552771281 m -0,000000000000 -0,100000000000 m 
1 1,501759458388 1,415633691125 0,584366308875 m -0,000000000000 -0,100000000000   

2 1,602422156073 1,475342682742 0,524657317258 m -0,000000000000 -0,100000000000   
3 1,669765002342 1,521715691038 0,478284308962 m -0,000000000000 -0,100000000000   
4 1,718073281912 1,559104237375 0,440895762625 m -0,000000000000 -0,100000000000   
5 1,754490675224 1,590087916581 0,409912083419 m -0,000000000000 -0,100000000000   
6 1,782986864594 1,616311248493 0,383688751507 m -0,000000000000 -0,100000000000   
7 1,805944585379 1,638881011596 0,361118988404 m -0,000000000000 -0,100000000000   

8 1,824881021480 1,658574112316 0,341425887684 m -0,000000000000 -0,100000000000   
9 1,840808511792 1,675954622232 0,324045377768 m -0,000000000000 -0,100000000000   

10 1,854428785612 1,691443594222 0,308556405778 m -0,000000000000 -0,100000000000   
91 1,533393740395 1,969978768320 0,030021231680 m -0,068295492469 -0,031704507531 m 
92 1,633802599295 1,966019227952 0,033980772048   -0,067561132335 -0,032438867665   
93 1,703275464099 1,963021085270 0,036978914730   -0,066842396885 -0,033157603115   

94 1,754808486210 1,960705571971 0,039294428029   -0,066138792707 -0,033861207293   
95 1,795024030139 1,958903246444 0,041096753556   -0,065449846950 -0,034550153050   
96 1,827663029374 1,957503300117 0,042496699883   -0,064775106260 -0,035224893740   
97 1,855008749997 1,956429356527 0,043570643473   -0,064114135788 -0,035885864212   
98 1,878543282368 1,955626704817 0,044373295183   -0,063466518254 -0,036533481746   
99 1,899279722537 1,955055041631 0,044944958369   -0,062831853072 -0,037168146928   

100 1,917943105133 1,954684099616 0,045315900384   -0,062209755517 -0,037790244483   
 

Как видно из таблиц 17-20, для действительных корней уравнения (47) наблюда-

ется монотонное увеличение точности их вычисления с ростом числа подходящих, что 

не имеет места в случае пары комплексных корней. 

На рис. 5 показано распределение подходящих дробей функции Никипорца для 

уравнения (47). Модули корней уравнения (47) равны между собой, поэтому выстро-

ить корни по старшинству модулей нельзя. Функции Никипорца тем не менее распола-
гают корни уравнения (47). Первым с использованием непрерывной дроби Хессенбер-

га определяется один из действительных корней, равных 2. Затем с использованием 

конструкций, включающих отношения определителей Теплица, которые мы назвали 

функциями Никипорца, а также непрерывными дробями Никипорца, что дало возмож-

ность ввести понятие подходящей дроби для таких выражений, определяются сопря-

жённые комплексные корни: 1,0

2 2 iex   и 1,0

3 2 iex  . Как уже отмечалось, формула для 

определения аргумента разыскиваемого комплексного числа 
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которая входит в r/φ-алгоритм, позволяет определить не аргумент комплексного числа, 

а модуль аргумента. 

 
Рис. 5. . Распределение значений подходящих дробей уравнения (47). 

Знак аргумента устанавливается из анализа динамики распределения значений 

подходящих дробей “на периоде”. Для периодических непрерывных дробей 
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была проведена калибровка, которая позволила установить, что при 2   ком-

плексное число ie  представляется периодически повторяющимися последовательно-

стями подходящих дробей (рис. 6а), а сопряжённому комплексному числу ie  соот-

ветствуют периодические последовательности подходящих дробей (рис. 6б). Неслож-

но заметить, что подходящие дроби для комплексного числа ie  образуют ниспадаю-

щие последовательности. Естественно, подходящие дроби для сопряжённого числа 
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ie  будут давать на периоде возрастающие последовательности. Более детально во-

прос установления аргумента комплексного числа по подходящим дробям рассмотрен 

в [521]. 
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Рис. 6. Распределение подходящих дробей разложений (49) и (50). 

Графики, показанные на рис. 6а и 6б, определяются, соответственно, значениями 

подходящих дробей разложений (49) и (50) при 2,0 . Поэтому график, представ-

ленный на рис. 6а, будем связывать с корнем 
0,22 ie , а рис. 6б связан с сопряжённым 

комплексным корнём 
0,2

3 2 ix e . Следует обратить внимание, что четвёртым опреде-

ляется кратный действительный корень 24 x . Если подходящие дроби для 21 x  

приближали корень “с избытком”, то подходящие дроби для 24 x  давали значение 

корня “с недостатком”. 

Рассмотрим алгебраическое уравнение четвёртой степени, которое имеет пару 

комплексных корней. Вернёмся к уравнению 

       016coscos16coscos168coscos4 234  xxxx   (51) 

Положим 1,0 , 1 . Корни уравнения (51) при этом будут: 

 1,0

1 2 iex  , 1,0

2 2 iex  , iex 23  , iex  24 . (52) 

Определим значения корней уравнения (51) при помощи функций Никипорца 

(22)(25) и r/φ-алгоритма. В данном примере 

  1cos1,0cos41  , 1cos1,0cos1682  ,  1cos1,0cos163  , 164  . (53) 

Подставляя значения коэффициентов i  в формулу (22), получим: 
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x . (54) 

Используя коэффициенты i , устанавливаемые выражениями (53), в формулах 

(23)(25), получим представления последующих корней 2x , 3x  и 4x  уравнения (51). 

Ввиду громоздкости, непрерывные дроби Никипорца для корней 2x , 3x  и 4x  не при-

водятся. 

Так как модули корней уравнения (51) равны между собой, то вообще-то говоря, 

заранее, до вычислений, нельзя сказать, какой именно корень определяет каждая из 
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этих формул. Результаты вычислений комплексных корней (52) уравнения (51) приве-

дены в табл. 21-24. Корни, согласно таблицам, расположились в таком порядке: 
 

 1,0

1 2 iex  , iex 22  , iex  23 , 1,0

4 2 iex  . 

Сделаем некоторые выводы из таблиц 21-24, а также графиков подходящих, при-

ведённых на рис. 7. Непрерывные дроби, представляющие сопряжённые корни 
1,0

1 2 iex   и 1,0

4 2 iex  , обрамляют дроби, связанные с другой парой сопряжённых кор-

ней: iex 22   и iex  23 . Обращает внимание достаточно сложный характер в распре-

делении подходящих дробей для корней с аргументом 1 . Несмотря на нерегуляр-

ный характер графиков 7б и 7в, точность в определении модулей корней 2x  и 3x  на 

порядок выше точности, с которой определяются при том же числе подходящих моду-

ли 1x  и 4x , чьи графики имеют значительно более простой вид (рис. 7а и 7г). Моду- 
 

Нахождение нулей полинома 
x

4
–4(cosφ+cosα)x

3
+(8+16cosφcosα)x

2
–16(cosφ+cosα)x+16=0, φ=0,1; α=1 

x1=2e
i0,1

 Таблица 21 
Номер 

дроби, 
i 

Значения 

подходящих 
дробей 

Значение 

модуля, 
ri 

Погрешность 

модуля, 
r0–ri 

min 

Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 

аргумента, 
φ0–φi 

min 

0 6,141225884585 6,141225884585 -4,141225884585 m 0,000000000000 0,100000000000 m 

1 3,437914032916 4,594889187774 -2,594889187774 m 0,000000000000 0,100000000000   

2 2,475733205909 3,738964215891 -1,738964215891 m 0,000000000000 0,100000000000   

3 2,015505774364 3,203756447637 -1,203756447637 m 0,000000000000 0,100000000000   

4 1,894542126864 2,884220424126 -0,884220424126 m 0,000000000000 0,100000000000   

5 2,119042902278 2,739767217514 -0,739767217514 m 0,000000000000 0,100000000000   

6 2,448201889214 2,696079817825 -0,696079817825 m 0,000000000000 0,100000000000   

7 2,467250412812 2,666353986234 -0,666353986234 m 0,000000000000 0,100000000000   

8 2,229208812648 2,613828097674 -0,613828097674 m 0,000000000000 0,100000000000   

9 1,971978317097 2,541204018761 -0,541204018761 m 0,000000000000 0,100000000000   

10 1,835311651619 2,467126271014 -0,467126271014 m 0,000000000000 0,100000000000   

91 0,454696837263 1,988686107487 0,011313892513 m 0,136590984939 -0,036590984939 m 

92 -5,799409576148 2,011704919435 -0,011704919435   0,168902830838 -0,068902830838   

93 3,725920940273 2,024938437684 -0,024938437684   0,167105992212 -0,067105992212   

94 2,177146745966 2,026483860928 -0,026483860928   0,165346981768 -0,065346981768   

95 1,884180689035 2,024947500742 -0,024947500742   0,163624617374 -0,063624617374   

96 2,271643037595 2,027348790983 -0,027348790983   0,161937765649 -0,061937765649   

97 2,855230648874 2,034444979995 -0,034444979995   0,160285339469 -0,060285339469   

98 2,804862256990 2,041054928431 -0,041054928431   0,158666295636 -0,058666295636   

99 2,410204367648 2,044450897077 -0,044450897077   0,157079632679 -0,057079632679   

100 2,057942528882 2,044584043096 -0,044584043096   0,155524388792 -0,055524388792   

 

Нахождение нулей полинома 
x

4
–4(cosφ+cosα)x

3
+(8+16cosφcosα)x

2
–16(cosφ+cosα)x+16=0, φ=0,1; α=1 

x2=2e
i
 Таблица 22 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 2,703311851668 2,703311851668 -0,703311851668 m 0,000000000000 1,000000000000 m 

1 2,185826173484 2,430837263263 -0,430837263263 m 0,000000000000 1,000000000000   

2 1,644412672578 2,133900647157 -0,133900647157 m 0,000000000000 1,000000000000   

3 0,650708102770 1,585722542105 0,414277457895   0,000000000000 1,000000000000   

4 -3,740649513692 1,882656827661 0,117343172340 m 0,628318530718 0,371681469282 m 

5 2,777743489031 2,008744309263 -0,008744309263 m 0,523598775598 0,476401224402   

6 0,122629611618 1,347252642808 0,652747357192   0,448798950513 0,551201049487   

7 -30,594176616665 1,990548482394 0,009451517606   0,785398163397 0,214601836603 m 

8 2,666139220613 2,056240354342 -0,056240354342   0,698131700798 0,301868299202   

9 1,184379536435 1,945877873551 0,054122126449   0,628318530718 0,371681469282   

10 -0,930207562196 1,819600172811 0,180399827189   0,856797996434 0,143202003566 m 

91 8,967424284445 2,046164869055 -0,046164869055   0,887841402101 0,112158597899 m 

92 -0,692527017195 2,022466991063 -0,022466991063   0,912075286526 0,087924713474 m 

93 0,942956874648 2,006115903347 -0,006115903347 m 0,902372357946 0,097627642054   

94 0,704795037471 1,984147651355 0,015852348645   0,892873701547 0,107126298453   

95 -2,879386097443 1,991859183224 0,008140816776   0,916297857297 0,083702142703 m 

96 2,837913184651 1,999141733954 0,000858266046 m 0,906851487634 0,093148512366   

97 -0,196061404539 1,952330164372 0,047669835628   0,929654968919 0,070345031081 m 

98 22,371953110057 2,001021503248 -0,001021503248   0,920264514688 0,079735485312   

99 2,503550449169 2,005509860244 -0,005509860244   0,911061869541 0,088938130459   

100 1,240806728832 1,995998637795 0,004001362205   0,902041454991 0,097958545009   
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ли аргументов комплексных корней, напротив, точнее определяются при помощи r/φ-

алгоритма для комплексных корней с меньшими аргументами, то есть для корней 
1,0

1 2 iex   и 1,0

2 2 iex  , что естественно. Не ясна природа появления на графиках 7а и 7г 

в районе шестидесятой подходящей серии из трёх отрицательных подходящих. При 

1,0  подходящие с отрицательными значениями должны появляться через каждые 

31-32 подходящих, хотя такая простая закономерность имеет, по-видимому, место 

лишь для классических цепных дробей. 
 

Нахождение нулей полинома 
x

4
–4(cosφ+cosα)x

3
+(8+16cosφcosα)x

2
–16(cosφ+cosα)x+16=0, φ=0,1; α=1 

x3=2e
-i
 Таблица 23 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 1,479666505191 1,479666505191 0,520333494809 m 0,000000000000 -1,000000000000 m 

1 1,829971682343 1,645523565256 0,354476434744 m 0,000000000000 -1,000000000000   

2 2,432479429710 1,874501516895 0,125498483105 m 0,000000000000 -1,000000000000   

3 6,147149517538 2,522509388489 -0,522509388489   0,000000000000 -1,000000000000   

4 -1,069333008976 2,124656996023 -0,124656996023 m -0,628318530718 -0,371681469282 m 

5 1,440017775506 1,991293755783 0,008706244217 m -0,523598775598 -0,476401224402   

6 32,618549037472 2,969005124134 -0,969005124134   -0,448798950513 -0,551201049487   

7 -0,130743835669 2,009496395280 -0,009496395280   -0,785398163397 -0,214601836603 m 

8 1,500296747099 1,945297878992 0,054702121008   -0,698131700798 -0,301868299202   

9 3,377295771287 2,055627464791 -0,055627464791   -0,628318530718 -0,371681469282   

10 -4,300115546856 2,198285128661 -0,198285128661   -0,856797996434 -0,143202003566 m 

91 0,446058965554 1,954876686866 0,045123313134   -0,887841402101 -0,112158597899 m 

92 -5,775947942359 1,977782588134 0,022217411866   -0,912075286526 -0,087924713474 m 

93 4,241975542617 1,993902741774 0,006097258226 m -0,902372357946 -0,097627642054   

94 5,675408859794 2,015979000993 -0,015979000993   -0,892873701547 -0,107126298453   

95 -1,389185008413 2,008174088655 -0,008174088655   -0,916297857297 -0,083702142703 m 

96 1,409486386558 2,000858634515 -0,000858634515 m -0,906851487634 -0,093148512366   

97 -20,401771625555 2,048833784877 -0,048833784877   -0,929654968919 -0,070345031081 m 

98 0,178795296965 1,998979018220 0,001020981780   -0,920264514688 -0,079735485312   

99 1,597730935012 1,994505277333 0,005494722667   -0,911061869541 -0,088938130459   

100 3,223709145877 2,004009383703 -0,004009383703   -0,902041454991 -0,097958545009   

Нахождение нулей полинома 
x

4
–4(cosφ+cosα)x

3
+(8+16cosφcosα)x

2
–16(cosφ+cosα)x+16=0, φ=0,1; α=1 

x2=2e
-i0,1

 Таблица 24 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 0,651335755299 0,651335755299 1,348664244701 m 0,000000000000 -0,100000000000 m 

1 1,163496225241 0,870532419072 1,129467580928 m 0,000000000000 -0,100000000000   

2 1,615682978462 1,069814999298 0,930185000702 m 0,000000000000 -0,100000000000   

3 1,984613515316 1,248534358144 0,751465641856 m 0,000000000000 -0,100000000000   

4 2,111328084649 1,386856554562 0,613143445438 m 0,000000000000 -0,100000000000   

5 1,887644651130 1,459978050117 0,540021949883 m 0,000000000000 -0,100000000000   

6 1,633852182544 1,483635600680 0,516364399320 m 0,000000000000 -0,100000000000   

7 1,621237949431 1,500175903369 0,499824096631 m 0,000000000000 -0,100000000000   

8 1,794358598129 1,530322519511 0,469677480489 m 0,000000000000 -0,100000000000   

9 2,028419869184 1,574057010169 0,425942989831 m 0,000000000000 -0,100000000000   

10 2,179466357373 1,621319527499 0,378680472501 m 0,000000000000 -0,100000000000   

91 8,797070206330 2,011378258711 -0,011378258711 m -0,136590984939 0,036590984939 m 

92 -0,689725384538 1,988363184558 0,011636815442   -0,168902830838 0,068902830838   

93 1,073560084639 1,975368695443 0,024631304557   -0,167105992212 0,067105992212   

94 1,837267059472 1,973862253296 0,026137746704   -0,165346981768 0,065346981768   

95 2,122938645576 1,975359854284 0,024640145716   -0,163624617374 0,063624617374   

96 1,760840032436 1,973020142262 0,026979857738   -0,161937765649 0,061937765649   

97 1,400937609568 1,966138204441 0,033861795559   -0,160285339469 0,060285339469   

98 1,426094985603 1,959770873523 0,040229126477   -0,158666295636 0,058666295636   

99 1,659610302633 1,956515564017 0,043484435983   -0,157079632679 0,057079632679   

100 1,943688875594 1,956388153134 0,043611846866   -0,155524388792 0,055524388792   
 

Из таблиц 21-24 можно заметить, что при вычислении комплексных корней с 

достаточно высокой точностью необходимо иметь значительное число подходящих 

дробей выражений (22)(25). Значения модулей комплексных корней при учёте раз-

личного числа подходящих устанавливались как “с избытком” так и “с недостатком”. 

Аргументы для сопряжённых корней 1,0

1 2 iex   и 1,0

4 2 iex   устанавливались “с избыт-
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ком”, а аргументы для сопряжённых корней iex 22  , iex  23  определялись “с недос-

татком”. Из графиков рис. 7 хорошо видно, что сопряжённые корни iex 22   и iex  23  

расположились на второй и третьей позиции, тогда как подходящие дроби другой со-

пряжённой комплексной пары корней 1,0

1 2 iex   и 1,0

4 2 iex   как бы обрамляют первую 

пару корней. Закономерности, которые управляют очередностью вычисления ком-

плексных корней, имеющих одинаковые модули, и отличаются только своими аргу-

ментами, пока не выяснены. 

Распределение значений подходящих дробей для функций Никипорца (22)-(25) 

при значениях i , задаваемых выражениями (53), приведены на рис. 7. 

 
Рис. 7. Распределение подходящих дробей, представляющих корни уравнения (51). 

Из рассмотрения графиков видно, что при малом φ, равном 0,1 примерно на каж-

дые 30 положительных подходящих выпадает одна подходящая с отрицательным зна-

чением, что и следовало ожидать, если пользоваться формулой (45). 
Подходящие дроби сопряжённых корней есть обратные величины друг друга, то 

есть минимумы и максимумы на соответствующих графиках совпадают. Это также за-
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метно для графиков подходящих дробей корней ie2  и ie2 , хотя при больших значени-

ях аргумента φ характер поведения подходящих дробей не столь легко уловим. 

Использование при определении комплексных значений непрерывных дробей со-

пряжённых величин может привести к более эффективным вычислительным алгорит-

мам, чем r/φ-алгоритм. 

2.5. Применение формул Никипорца для решений алгебраических уравнений 

Рассмотрим ещё несколько примеров применения непрерывных дробей Ники-

порца, то есть формул (8)(11), для решения алгебраических уравнений, имеющих 
комплексные корни. 

Найдём при помощи алгоритма Никипорца корни уравнения 6-й степени 

      05761cos12481cos8642441cos1921cos3241cos104291cos18 22334256  xxxxxx (55) 

Корни этого уравнения 

 iex 41  , iex  42 , iex 33  , iex  34 , iex 25  , iex  26 . 

Результаты вычисления комплексных корней алгебраического уравнения (55) 

приведены в таблицах 25-30. 
Нахождение нулей полинома 

x
6
-18cosφx

5
+(81+52cos2φ)x

4
-12(39cosφ+4cos3φ)x

3
+(676+432cos2φ)x

2
-1248cosφx+576=0 

x1=4e
i
 Таблица 25 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 9,725441505627 9,725441505627 -5,725441505627 m 0,000000000000 1,000000000000 m 

1 3,621825082125 5,934968237473 -1,934968237473 m 0,000000000000 1,000000000000   

2 -0,834560729130 3,086253397084 0,913746602916 m 1,047197551197 -0,047197551197 m 

3 29,798789497209 5,440306165686 -1,440306165686   0,785398163397 0,214601836603   

4 4,215936043620 5,169844444865 -1,169844444865   0,628318530718 0,371681469282   

5 0,393100956084 3,364975551792 0,635024448208 m 0,523598775598 0,476401224402   

6 -39,927517454494 4,791284612451 -0,791284612451   0,897597901026 0,102402098974   

7 4,936424231238 4,809191079424 -0,809191079424   0,785398163397 0,214601836603   

8 1,058106283318 4,064543056435 -0,064543056435 m 0,698131700798 0,301868299202   

9 -11,241221506327 4,499786476782 -0,499786476782   0,942477796077 0,057522203923   

10 5,856205586507 4,608866463438 -0,608866463438   0,856797996434 0,143202003566   

91 63,812233249929 4,064247474877 -0,064247474877 m 0,990284640805 0,009715359195 m 

92 4,071682824872 4,064327352618 -0,064327352618   0,979636418861 0,020363581139   

93 0,392839280742 3,964543745912 0,035456254088 m 0,969214754831 0,030785245169   

94 -36,406706119692 4,058167158772 -0,058167158772   0,992081890607 0,007918109393 m 

95 4,761897919421 4,064932805869 -0,064932805869   0,981747704247 0,018252295753   

96 0,962413618881 4,005003888091 -0,005003888091 m 0,971626593894 0,028373406106   

97 -12,302450202151 4,051131082199 -0,051131082199   0,993769104707 0,006230895293 m 

98 5,622972380276 4,064569698809 -0,064569698809   0,983731032942 0,016268967058   

99 1,476948308033 4,023630415290 -0,023630415290   0,973893722613 0,026106277387   

100 -6,510729817605 4,042848844576 -0,042848844576   0,995356088266 0,004643911734 m 

 

Нахождение нулей полинома 
x

6
-18cosφx

5
+(81+52cos2φ)x

4
-12(39cosφ+4cos3φ)x

3
+(676+432cos2φ)x

2
-1248cosφx+576=0 

x2=4e
-i
 Таблица 26 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 6,103616423502 6,103616423502 -2,103616423502 m 0,000000000000 -1,000000000000 m 

1 7,100760684597 6,583336504681 -2,583336504681   0,000000000000 -1,000000000000   

2 -24,896550904336 10,256765619312 -6,256765619312   -1,047197551197 0,047197551197 m 

3 0,696967346820 5,236739028589 -1,236739028589 m -0,785398163397 -0,214601836603   

4 4,452820646558 5,069624415949 -1,069624415949 m -0,628318530718 -0,371681469282   

5 44,466775198450 7,280352831477 -3,280352831477   -0,523598775598 -0,476401224402   

6 -0,437395532747 4,871740304637 -0,871740304637 m -0,897597901026 -0,102402098974   

7 3,451582757582 4,666334846943 -0,666334846943 m -0,785398163397 -0,214601836603   

8 15,654905179010 5,338068986709 -1,338068986709   -0,698131700798 -0,301868299202   

9 -1,470884860125 4,692492980944 -0,692492980944   -0,942477796077 -0,057522203923   

10 2,804388077940 4,477952614033 -0,477952614033 m -0,856797996434 -0,143202003566   

91 0,250735622077 4,061335783117 -0,061335783117 m -0,990284640805 -0,009715359195 m 

92 3,929579166207 4,059895810511 -0,059895810511 m -0,979636418861 -0,020363581139   

93 40,729124566639 4,160715066101 -0,160715066101   -0,969214754831 -0,030785245169   

94 -0,439479472474 4,063421523975 -0,063421523975   -0,992081890607 -0,007918109393 m 

95 3,360004828065 4,055383784700 -0,055383784700 m -0,981747704247 -0,018252295753   

96 16,624868649097 4,114799950251 -0,114799950251   -0,971626593894 -0,028373406106   

97 -1,300553933330 4,066721544595 -0,066721544595   -0,993769104707 -0,006230895293 m 
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98 2,845470138912 4,052078654289 -0,052078654289 m -0,983731032942 -0,016268967058   

99 10,833148264550 4,092122583970 -0,092122583970   -0,973893722613 -0,026106277387   

100 -2,457481795165 4,071514429784 -0,071514429784   -0,995356088266 -0,004643911734 m 

В табл. 25 и 26 даны результаты вычисления при помощи функций Никипорца и 

r/φ-алгоритма старших по модулю корней уравнения (55). Значение модуля и аргумен-

та комплексных корней 1x  и 2x  приведены, соответственно, в колонках 3 и 6. По-

грешности в определении модуля и аргумента показаны в колонках 4 и 7. В колонках 5 

и 8 символом m отмечены номера подходящих дробей непрерывных дробей Никипор-

ца, при которых погрешность определения ir  и i  минимальна в сравнении с погреш-

ностью, достигнутой ранее. Из колонок 5 и 8 видно, что точность нахождения ir  и i  с 

ростом номера n растет асимптотически, но не монотонно. 
 

Нахождение нулей полинома 
x

6
-18cosφx

5
+(81+52cos2φ)x

4
-12(39cosφ+4cos3φ)x

3
+(676+432cos2φ)x

2
-1248cosφx+576=0, φ=1 

x3=3e
i
 Таблица 27 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 3,459241550160 3,459241550160 -0,459241550160 m 0,000000000000 1,000000000000 m 

1 2,406624935853 2,885324413953 0,114675586047 m 0,000000000000 1,000000000000   

2 -0,055520762795 0,773181715447 2,226818284553   1,047197551197 -0,047197551197 m 

3 156,366351919580 2,915727999262 0,084272000738 m 0,785398163397 0,214601836603   

4 3,190937462013 2,968802208407 0,031197791593 m 0,628318530718 0,371681469282   

5 0,584133797192 2,264139124629 0,735860875371   0,523598775598 0,476401224402   

6 -11,783303430617 2,865766600696 0,134233399304   0,897597901026 0,102402098974   

7 3,939115421175 2,982020007980 0,017979992020 m 0,785398163397 0,214601836603   

8 1,019703983493 2,646846322860 0,353153677140   0,698131700798 0,301868299202   

9 -5,473198937897 2,846295442639 0,153704557361   0,942477796077 0,057522203923   

10 4,829018313704 2,986419304462 0,013580695538 m 0,856797996434 0,143202003566   

91 -86,656522954994 2,991474468767 0,008525531233 m 0,990284640805 0,009715359195 m 

92 3,345672144923 2,995076093482 0,004923906518 m 0,979636418861 0,020363581139   

93 0,551771413195 2,941659825314 0,058340174686   0,969214754831 0,030785245169   

94 -13,069288524880 2,988201763380 0,011798236620   0,992081890607 0,007918109393 m 

95 3,930451168668 2,996745345350 0,003254654650 m 0,981747704247 0,018252295753   

96 0,952000372637 2,961526940357 0,038473059643   0,971626593894 0,028373406106   

97 -6,211963976944 2,983997643607 0,016002356393   0,993769104707 0,006230895293 m 

98 4,690630994065 2,997661881812 0,002338118188 m 0,983731032942 0,016268967058   

99 1,323095434340 2,973245229416 0,026754770584   0,973893722613 0,026106277387   

100 -3,560416575698 2,978555398821 0,021444601179   0,995356088266 0,004643911734 m 

 

Нахождение нулей полинома 
x

6
-18cosφx

5
+(81+52cos2φ)x

4
-12(39cosφ+4cos3φ)x

3
+(676+432cos2φ)x

2
-1248cosφx+576=0, φ=1 

x4=3e
-i
 Таблица 28 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 2,416577976901 2,416577976901 0,583422023099 m 0,000000000000 -1,000000000000 m 

1 3,509203788788 2,912089386067 0,087910613933 m 0,000000000000 -1,000000000000   

2 -153,4939876968 10,918599193874 -7,918599193874   -1,047197551197 0,047197551197 m 

3 0,054500642831 2,902188381647 0,097811618353   -0,785398163397 -0,214601836603   

4 2,696776411030 2,859890910709 0,140109089291   -0,628318530718 -0,371681469282   

5 14,895812250504 3,765320260694 -0,765320260694   -0,523598775598 -0,476401224402   

6 -0,738697180447 2,983692038810 0,016307961190 m -0,897597901026 -0,102402098974   

7 2,222808198950 2,875891484154 0,124108515846   -0,785398163397 -0,214601836603   

8 8,663225174513 3,250756171276 -0,250756171276   -0,698131700798 -0,301868299202   

9 -1,615307186153 3,031178198409 -0,031178198409   -0,942477796077 -0,057522203923   

10 1,835785660378 2,896092464415 0,103907535585   -0,856797996434 -0,143202003566   

91 -0,103858309716 2,992706486961 0,007293513039 m -0,990284640805 -0,009715359195 m 

92 2,690042422012 2,989277421392 0,010722578608   -0,979636418861 -0,020363581139   

93 16,311102360087 3,043727480343 -0,043727480343   -0,969214754831 -0,030785245169   

94 -0,688637333460 2,996483710487 0,003516289513 m -0,992081890607 -0,007918109393 m 

95 2,289813462571 2,988100026451 0,011899973549   -0,981747704247 -0,018252295753   

96 9,453777812153 3,023792170388 -0,023792170388   -0,971626593894 -0,028373406106   

97 -1,448817158857 3,001175156137 -0,001175156137 m -0,993769104707 -0,006230895293 m 

98 1,918718400869 2,987644485682 0,012355514318   -0,983731032942 -0,016268967058   

99 6,802230410906 3,012327188329 -0,012327188329   -0,973893722613 -0,026106277387   

100 -2,527794096182 3,007101434346 -0,007101434346   -0,995356088266 -0,004643911734 m 
 

В табл. 27 и 28 даны результаты вычисления средних по модулю корней уравне-

ния (55). Из сравнения колонок 5 и 8 табл. 2530 видно, что нет прямой связи между 

номерами  rimin  и  
mini , т. е. между номерами подходящих, когда достигается минимум 
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погрешности в определении модуля комплексного числа и его аргумента. 

В [528] описан простой алгоритм нахождения номера подходящей дроби, гаран-

тирующего минимальную погрешность в отыскании аргумента комплексного числа. 

В табл. 29 и 30 приведены результаты вычисления младших по модулю корней 

уравнения (55). 
 

Нахождение нулей полинома 
x

6
-18cosφx

5
+(81+52cos2φ)x

4
-12(39cosφ+4cos3φ)x

3
+(676+432cos2φ)x

2
-1248cosφx+576=0, φ=1 

x5=2e
i
 Таблица 29 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 1,358855089194 1,358855089194 0,641144910806 m 0,000000000000 1,000000000000 m 

1 1,152933041265 1,251666461412 0,748333538588   0,000000000000 1,000000000000   

2 -0,359472610164 0,825811662662 1,174188337338   1,047197551197 -0,047197551197 m 

3 10,994756108651 1,577455653829 0,422544346171 m 0,785398163397 0,214601836603   

4 1,807251012821 1,620949267707 0,379050732293 m 0,628318530718 0,371681469282   

5 0,138410137829 1,075645510677 0,924354489323   0,523598775598 0,476401224402   

6 -25,263791894264 1,688503384921 0,311496615079 m 0,897597901026 0,102402098974   

7 2,290162021475 1,754072216720 0,245927783280 m 0,785398163397 0,214601836603   

8 0,463176035510 1,512835683910 0,487164316090   0,698131700798 0,301868299202   

9 -6,355972255178 1,746347967773 0,253652032227   0,942477796077 0,057522203923   

10 2,773659092228 1,821362734690 0,178637265310 m 0,856797996434 0,143202003566   

91 19,566380845122 1,975425740304 0,024574259696 m 0,990284640805 0,009715359195 m 

92 1,956776935679 1,975224273281 0,024775726719   0,979636418861 0,020363581139   

93 0,117031408891 1,916725330173 0,083274669827   0,969214754831 0,030785245169   

94 -32,017649579400 1,974384679474 0,025615320526   0,992081890607 0,007918109393 m 

95 2,286140317808 1,977402200568 0,022597799432 m 0,981747704247 0,018252295753   

96 0,411535343509 1,945661579553 0,054338420447   0,971626593894 0,028373406106   

97 -7,558490586253 1,972791826664 0,027208173336   0,993769104707 0,006230895293 m 

98 2,690415412771 1,978983852918 0,021016147082 m 0,983731032942 0,016268967058   

99 0,674449973948 1,957795498472 0,042204501528   0,973893722613 0,026106277387   

100 -3,769549401342 1,970536012593 0,029463987407   0,995356088266 0,004643911734 m 

 
 

Нахождение нулей полинома 
x

6
-18cosφx

5
+(81+52cos2φ)x

4
-12(39cosφ+4cos3φ)x

3
+(676+432cos2φ)x

2
-1248cosφx+576=0, φ=1 

x6=2e
-i
 Таблица 30 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 0,854222638930 0,854222638930 1,145777361070 m 0,000000000000 -1,000000000000 m 

1 2,300218266990 1,401748379040 0,598251620960 m 0,000000000000 -1,000000000000   

2 -9,049253509739 2,610062818645 -0,610062818645   -1,047197551197 0,047197551197 m 

3 0,295992632017 1,514636593512 0,485363406488 m -0,785398163397 -0,214601836603   

4 1,972929454385 1,596868181524 0,403131818476 m -0,628318530718 -0,371681469282   

5 27,361400491065 2,563975927230 -0,563975927230   -0,523598775598 -0,476401224402   

6 -0,149983607102 1,709187217965 0,290812782035 m -0,897597901026 -0,102402098974   

7 1,685872833517 1,706255378295 0,293744621705   -0,785398163397 -0,214601836603   

8 8,498513113328 2,039490518354 -0,039490518354 m -0,698131700798 -0,301868299202   

9 -0,619943267670 1,810525793601 0,189474206399   -0,942477796077 -0,057522203923   

10 1,426376416887 1,771696023053 0,228303976947   -0,856797996434 -0,143202003566   

91 0,204432287793 1,973164563133 0,026835436867 m -0,990284640805 -0,009715359195 m 

92 2,044177814581 1,973914869626 0,026085130374 m -0,979636418861 -0,020363581139   

93 34,178858802873 2,034713172661 -0,034713172661   -0,969214754831 -0,030785245169   

94 -0,124931094335 1,975818572849 0,024181427151 m -0,992081890607 -0,007918109393 m 

95 1,749673879964 1,973318412332 0,026681587668   -0,981747704247 -0,018252295753   

96 9,719699809725 2,006022900409 -0,006022900409 m -0,971626593894 -0,028373406106   

97 -0,529206189299 1,978931094576 0,021068905424   -0,993769104707 -0,006230895293 m 

98 1,486759249524 1,973223267536 0,026776732464   -0,983731032942 -0,016268967058   

99 5,930758624815 1,995058193544 0,004941806456 m -0,973893722613 -0,026106277387   

100 -1,061134786714 1,982626309355 0,017373690645   -0,995356088266 -0,004643911734 m 
 

Значения подходящих дробей показаны на графиках, представленных на рис. 8. 

Значения подходящих непрерывных дробей Никипорца приведены во вторых колон-

ках таблиц 25-30. Из графиков, приведенных на рис. 8, видно, что значения подходя-

щих дробей периодически повторяются, точнее повторяются квазипериодически. Гра-

фики сопряженных корней различаются лишь динамикой в расположении подходящих 

дробей на “периоде”. 
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Рис.8.Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (55). 
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2.6. Числа Фибоначчи и непрерывные дроби Хессенберга 

 

1. Как известно, квадратное уравнение 

 012  xx  (56) 

тесно связано с числами Фибоначчи. Старший по модулю корень уравнения (56) ра-

вен: 
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x . (58) 

На рис. 9 показаны значения подходящих непрерывных дробей (57) и (58) 

x2 - x- 1=0 

 

 

 
Рис. 9. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (56). 
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Число   215   известно, как “золотое сечение”. Это число равно: 0,61803399…. 

Корень   251  представляется отношением трёхдиагональных определителей, 

то есть может быть записан в виде обыкновенной цепной дроби: 

 
 




1

1

1

1

1

1
1

2

51
. (59) 

Число   251  называют “отношением золотого сечения”. К этому числу, как к 

пределу, стремится отношение двух соседних чисел Фибоначчи nF  и 1nF , если 

n . Числа Фибоначчи 

 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, … 

находятся по рекуррентной формуле 

 21   nnn FFF , 10 F , 11 F . (60) 

Числители и знаменатели подходящих дробей разложения (59) составляют после-

довательные числа Фибоначчи. 

Числам Фибоначчи посвящена практически необозримая литература. В США, на-

чиная с 1963 г., выходит специальный журнал: “The Fibonacci Quarterty”Много инте-

ресных сведений о числах Фибоначчи имеется в вышедшей в 2002 г. в переводе на 

русский язык книге М. Гозале: “Гномон. От фараонов до фракталов”. 

Имеет место формула, позволяющая записать число Фибоначчи непосредственно, 

не прибегая к рекуррентным вычислениям: 
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51
11 








 








 



nn

nF , n=0, 1, 2, …. (61) 

Формула (61) известна как формула Бине. Эта формула впервые опубликована 

Даниилом Бернулли, но о ней, как отмечается в книге Р.Грехема, Д.Кнута и 

О.Паташника “Конкретная математика”, позабыли до 1843 г., пока она не была вновь 

открыта Жаком Бине. Можно обратить внимание, что   251  и   251 , входящие 

в формулу Бине, – это корни квадратного уравнения (56). Формула Бине – частный 

случай более общей формулы: 
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. (62) 

Формула (62) была названа обобщённой формулой Бине [520]. Формула (62) оп-

ределяет числитель nP  подходящей дроби разложения 
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q
p , (63) 

которой представляется корень квадратного уравнения 

 02  qpxx . (64) 

Полагая в (62) x1 =2 и x2=1, легко показать, что числа Мерсенна совпадают со 

значениями числителя Pn цепной дроби 
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2. Рассмотрим кубическое уравнение 

 0123  xxx , (65) 

старший корень которого, найденный по формуле Кардано, выражается следующим 

образом: 

 839286754,1
27

11

27

19

27

11

27

19

3

1
33

1 x . 

Комплексные корни 2x  и 3x  определяются соотношениями: 

     
2

3

2

1

3

1
2 ix , 

     
2

3

2

1

3

1
3 ix , 

где 

 3

27

11

27

19
 , 3

27

11

27

19
 . 

Выполнив вычисления, найдём, что комплексные корни уравнения (65) равны:  

1762335454,2

3,2 7373527057,0 iex  . 

Решим уравнение (65), используя функции Никипорца, которые были введены в 

[540]. Старший по модулю корень уравнения (65) определяется отношением бесконеч-

ных определителей: 
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x . (66) 

Рекуррентная последовательность для вычисления определителей (66): 

 321   nnnn FFFF , 10 F , 11 F , 22 F . (67) 

Рекуррентное соотношение (67) порождает последовательность чисел, которые 

назовём числами Фибоначчи второго порядка  2
nF . Запишем несколько первых чисел 

Фибоначчи второго порядка: 

   12

0 F ,   12

1 F ,   22

2 F ,   42

3 F ,   72

4 F ,  
132

5 F ,   242

6 F , …. 
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Помимо рекуррентной формулы (67), числа Фибоначчи второго порядка могут 

определяться формулами Бине второго порядка [520]: 

 
     

   323121

2

321

2

231

2

132

xxxxxx

xxxxxxxxx
F

nnn

n







, (68) 

где 1x , 2x , 3x  – корни кубического уравнения 

 0123  xxx . (69) 

Предел, к которому стремятся соседние числа Фибоначчи второго порядка  2
nF  

при n , равен старшему по модулю корню уравнения (69): 
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F
. (70) 

Запишем непрерывные дроби Никипорца, которыми представляются комплексно-

сопряжённые корни уравнения (69): 
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x . (72) 

В табл. 31-33 приведены результаты вычислений корней кубического уравнения 

при помощи непрерывных дробей Никипорца (66) и (71), (72). Комплексные корни ус-

танавливались с использованием r/φ-алгоритма. Несмотря на то, что непрерывная 

дробь Хессенберга (66), представляющая старший по модулю корень кубического 

уравнения (65) имеет элементы, равные единице, скорость сходимости этой непрерыв-

ной дроби достаточно высока: двадцать четыре подходящих обеспечивают десять точ-

ных цифр после запятой.  
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Нахождение нулей полинома 
x

3
-x

2
-x-1=0 

x1=1,839286755214161 Таблица 31 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

16 1,839287397493 -0,000000642279 m 

17 1,839286629427 0,000000125788 m 

18 1,839286709390 0,000000045824 m 

19 1,839286796340 -0,000000041126 m 

20 1,839286743813 0,000000011402 m 

21 1,839286753807 0,000000001407 m 

22 1,839286757688 -0,000000002474   

23 1,839286754311 0,000000000903 m 

24 1,839286755229 -0,000000000014 m 

25 1,839286755353 -0,000000000139   

26 1,839286755149 0,000000000066   

 
 

Нахождение нулей полинома 
x

3
-x

2
-x-1=0 

x2=0,7373527057603276e
i2,17623354549187

 Таблица 32 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

16 -0,839286629427 0,839286629427 -0,101933923666 m 3,141592653590 -0,965359108098 m 

17 -0,191487967251 0,400890621754 0,336462084006   3,141592653590 -0,965359108098   

18 1,999998917946 0,685005173257 0,052347532503 m 2,094395102393 0,081838443099 m 

19 -1,111131404007 0,773057404151 -0,035704698391 m 2,356194490192 -0,179960944700   

20 -0,349975589912 0,659746273928 0,077606431832   2,513274122872 -0,337040577380   

21 0,714218777367 0,668527585704 0,068825120056   2,094395102393 0,081838443099   

22 -1,600522709367 0,757325443544 -0,019972737783 m 2,243994752564 -0,067761207072 m 

23 -0,499592098740 0,718950805368 0,018401900392 m 2,356194490192 -0,179960944700   

24 0,248979080577 0,639040632148 0,098312073612   2,094395102393 0,081838443099   

25 -3,022960224536 0,746481190099 -0,009128484339 m 2,199114857513 -0,022881312021 m 

26 -0,659433574145 0,738114289289 -0,000761583529 m 2,284794657156 -0,108561111664   

107 -0,953930533639 0,738683426579 -0,001330720819   2,185455759019 -0,009222213527 m 

108 -0,269340628615 0,730713271175 0,006639434585   2,195736800896 -0,019503255404   

109 1,179305892643 0,734443647529 0,002909058231   2,172377898759 0,003855646733 m 

110 -1,300311342714 0,738873244690 -0,001520538929   2,182580159336 -0,006346613844   

111 -0,421164575677 0,734559608057 0,002793097703   2,192569872818 -0,016336327326   

112 0,451631437081 0,730885392342 0,006467313418   2,169966059696 0,006267485796   

113 -2,043120164612 0,738592408446 -0,001239702686   2,179880616777 -0,003647071285 m 

114 -0,573179542281 0,736703232170 0,000649473590 m 2,189594879775 -0,013361334283   

115 0,109262473407 0,722777059356 0,014575646404   2,167698930977 0,008534614515   

116 -5,815277099752 0,737853871438 -0,000501165677 m 2,177341443082 -0,001107897590 m 

 

Нахождение нулей полинома 
x

3
-x

2
-x-1=0 

x3=0,7373527057603276e
-i2,17623354549187

 Таблица 33 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

16 -0,647798742138 0,647798742138 0,089553963622 m -3,141592653590 0,965359108098 m 

17 -2,839285714286 1,356202681861 -0,618849976100   -3,141592653590 0,965359108098   

18 0,271844660194 0,793700525984 -0,056347820224 m -2,094395102393 -0,081838443099 m 

19 -0,489311163895 0,703297028075 0,034055677685 m -2,356194490192 0,179960944700   

20 -1,553505535055 0,824087993513 -0,086735287753   -2,513274122872 0,337040577380   

21 0,761235955056 0,813263356270 -0,075910650510   -2,094395102393 -0,081838443099   

22 -0,339694656489 0,717906675593 0,019446030167 m -2,243994752564 0,067761207072 m 

23 -1,088265835929 0,756225586142 -0,018872880381 m -2,356194490192 0,179960944700   

24 2,183673469388 0,850789400392 -0,113436694632   -2,094395102393 -0,081838443099   

25 -0,179853181077 0,728335830966 0,009016874794 m -2,199114857513 0,022881312021 m 

26 -0,824478816409 0,736591889804 0,000760815957 m -2,284794657156 0,108561111664   

107 -0,569946126599 0,736024380026 0,001328325734   -2,185455759019 0,009222213527 m 

108 -2,018592647857 0,744052465650 -0,006699759889   -2,195736800896 0,019503255404   

109 0,461024587500 0,740273284338 -0,002920578578   -2,172377898759 -0,003855646733 m 

110 -0,418122179537 0,735835293864 0,001517411897   -2,182580159336 0,006346613844   

111 -1,290918192295 0,740156421871 -0,002803716111   -2,192569872818 0,016336327326   

112 1,203833409398 0,743877243768 -0,006524538008   -2,169966059696 -0,006267485796   

113 -0,266107212933 0,736115081830 0,001237623931   -2,179880616777 0,003647071285 m 

114 -0,948549228621 0,738002749894 -0,000650044133 m -2,189594879775 0,013361334283   

115 4,975990344538 0,752222285108 -0,014869579347   -2,167698930977 -0,008534614515   

116 -0,093493225407 0,736851878499 0,000500827261 m -2,177341443082 0,001107897590 m 
 

Из табл. 31 видно, что хотя непрерыв-

ная дробь (66) знакоположительна, “вилки” 
при вычислениях нет, как нет и монотонной 

сходимости. 

Таким образом, можно отметить, что 

“вилка” – это свойство знакоположитель-

ных классических цепных дробей, которые 

представляются отношением трёхдиаго-

нальных определителей. Непрерывные дро-

би Хессенберга записываются отношением 

определителей, у которых число диагона-

лей n4. 
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Ниже не раз упоминались непрерывные дроби Хессенберга и Никипорца, кото-

рые записывались отношениями определителей вида (66) или (71). Можно, тем не ме-

нее, непрерывную дробь Хессенберга записать в традиционном виде. Непрерывную 

дробь Хессенберга нетрудно записать, если предварительно изобразить граф этой не-

прерывной дроби (рис. 10). 

  c1  c2  c3  c4 

         

b0 a1 b1 a2 b2 a3 b3 a4 b4 

Рис.10. Граф непрерывной дроби Хессенберга. 

Непрерывная дробь Хессенберга, которой представляется старший по модулю 

корень кубического уравнения (69), имеет вид: 
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x . (73) 

Непрерывные дроби Хессенберга – это своеобразные непрерывные дроби, звенья 

которой идут как “вверх”, так и “вниз”. Числители и знаменатели непрерывной дроби 

Хессенберга удовлетворяют линейным рекуррентным соотношениям n-го порядка. 

Классические цепные дроби, как известно, удовлетворяют линейным рекуррентным 

соотношениям второго порядка, которые называются формулами Валлиса. Непрерыв-

ные дроби вида (73), удовлетворяющие линейным рекуррентным соотношениям 

третьего порядка, впервые описал немецкий математик Фюрстенау (Edward Furstenau) 

в 1874 г. [871]. 

Подходящие дроби разложения (73) – числа Фибоначчи 2-го порядка  2
nF : 

 1, 1, 2, 4, 7, 13, 24, 44, 81, 149, 247, 504, 927, 1705, 3136, 5768, 10609, …. 

Например, 
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Предел отношения чисел Фибоначчи 2-го порядка можно представить правиль-

ной цепной дробью: 
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. (74) 

Цепная дробь (74) коренным образом отличается от простейшей цепной дроби 

Фибоначчи 

 
 







 1

1

1

1

1

1
1

2

51
lim

1n

n

n F

F
. (75) 

На рис. 11 показано распределение подходящих дробей Никипорца (66), (71) и 

(72), представляющих корни кубического уравнения (69). 

 Рис.11. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (65). 

На рис. 12 показаны произведения соответствующих друг другу подходящих не-

прерывных дробей Никипорца (71) и (72), которые представляют комплексно-

сопряжённые корни уравнения (69).  

Рис.12. Произведение подходящих непрерывных дробей  (71) и (72). 
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Из графика видно, что достаточно быстро значение произведения подходящих 

комплексно-сопряжённых корней принимает значение 0,5436890…, что соответствует 

квадрату модуля комплексно-сопряжённых корней. В самом деле, 

 7373527,05436890,0  . 

Следует обратить внимание, что возможность определения квадрата модуля ком-

плексного числа, как произведения соответствующих подходящих дробей комплексно-

сопряжённых чисел, открывает путь к построению экономичного варианта r/φ-

алгоритма. 

Выше корни уравнения (69) определены при незначительном числе подходящих 

дробей. Если использовать число подходящих дробей, равное 4096, то точность в оп-

ределении комплексных корней может быть значительно увеличена( табл. 34). 
    Таблица 34 

Номер 

корня, 
Значение модуля, 

ri 

Погрешность  

модуля, 

r0ri 

Значение  

аргумента, 

φi 

Погрешность  

аргумента, 

φ0  φi 

x1 1,839286755214 0,000000000000 - - 

x2 0,737352725141 -0,000000019381 2,176233507511 0,000000037981 

x3 0,737352725124 -0,000000019364 -2,176233507511 -0,000000037981 

Из рис. 13 приведены графики подходящих непрерывных дробей (71) и (72) на 

“начальном” и “удаленных” участках.  

x3 - x2 - x- 1=0 

 

 

 
Рис. 13.Графики подходящих дробей (71) и (72) на “начальном” и “удаленном” участке. 

3. Запишем числа Фибоначчи 3-го порядка. Для этого определим числители под-

ходящих дробей разложения в непрерывную дробь Хессенберга старшего по модулю 

корня алгебраического уравнения 

 01234  xxxx . (76) 

Числа Фибоначчи 3-го порядка представляются определителем Хессенберга с 
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единичными элементами по диагоналям: 
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Числа Фибоначчи  3
nF  определяются рекуррентным соотношением 
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1
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  nnnnn FFFFF  (77) 

при начальных условиях: 

  
13

0 F ,  
13

1 F ,   23

2 F ,   43

3 F . 

Запишем несколько первых чисел Фибоначчи третьего порядка: 

 1, 1, 2, 4, 8, 15, 29, 56, 108, 208, …. 

Числа Фибоначчи третьего порядка могут быть определены не только с использо-

ванием рекуррентной формулы (77), но и из формулы Бине третьего порядка: 
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3
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xxxxxxxxxxxx
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P
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n







, (78) 

где 

   434232 xxxxxxA  ,    434131 xxxxxxB  , 

   424121 xxxxxxC  ,    323121 xxxxxxD  . 

Здесь ix  – корни алгебраического уравнения четвёртой степени (76). 

Предел отношения двух рядом стоящих чисел Фибоначчи третьего порядка равен 

 
 

 
9275619754,1lim

3
1

3






n

n

n F

F
. 

Это число  3  совпадает со значением старшего по модулю корня уравнения 

 01234  xxxx . 

Этот корень может быть вычислен при помощи непрерывной дроби Хессенберга: 
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Непрерывная дробь Хессенберга (79), представленная отношением определите-

лей, записывается в “натуральном” виде. Как уже отмечалось, непрерывные дроби 

Хессенберга – своеобразные непрерывные дроби, звенья которых распространяются 

как “вниз”, так и “вверх”: 
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Подходящие дроби непрерывной дроби Хессенберга определяются отношением 

определителей n-го и (n-1)-го порядков. Например, пятая подходящая дробь для раз-

ложения (79) будет иметь вид: 
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Числа 8 и 15 – соседние числа Фибоначчи третьего порядка. 

Как уже отмечалось выше, предел отношения чисел Фибоначчи третьего порядка 

равен старшему по модулю корню алгебраического уравнения 

 01234  xxxx .  

Этот предел может быть представлен цепной дробью Евклида, или так называемой 

правильной цепной дробью: 
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Цепная дробь (82), как и цепная дробь (74), не имеет никакой видимой законо-

мерности в значениях частных знаменателей, в то время как соответствующие этим 

дробям непрерывные дроби Хессенберга (73) и (79) имеют предельно простую, регу-

лярную структуру. Это лишний раз свидетельствует о том, что алгебраические числа 

степени выше второй наиболее естественно изучать при помощи непрерывных дробей 

Хессенберга и Никипорца. 

Непрерывную дробь Хессенберга (79) несложно изобразить, если пользоваться 
соответствующим графом. Запишем непрерывную дробь Хессенберга с четырьмя диа-
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гоналями, причём элементы, расположенные по диагоналям, различны: 

 

 


























.....

1000

100

10

1

0

......

10000

1000

100

10

01

00

66

5655

464544

36353433

25242322

66

5655

464544

36353433

25242322

14131211

a

aa

aaa

aaaa

aaaa

a

aa

aaa

aaaa

aaaa

aaaa



















 . (83) 

 
Граф непрерывной дроби (83) имеет вид 

 

  a14  a25  a36  a47   

 a13  a24  a35  a46  a57  

           

a11 a12 a22 a23 a33 a34 a44 a45 a55 a56 a66 
 

Рис.14. Граф непрерывной дроби (83). 

 

Легко может быть доказана теорема: Алгебраическое уравнение n-го порядка с 

отрицательными коэффициентами 
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nn

nnn xxxx    (84) 

имеет, по меньшей мере, один вещественный корень, причём этот вещественный ко-

рень – наибольший по модулю. 

Доказательство сводится к тому, что старший по модулю корень уравнения (84) 

представляется непрерывной дробью Хессенберга с положительными элементами (83), 

которая сходится в классическом смысле и определяет вещественный корень. 

 












































































1

2
1

1

3
2

1

1

2
1

1

4
3

2

1

1

21

321

1

21

321

4321

1

...

10

1

....

100

10

1









































x .  



ГЛАВА II 
 

128 

В табл. 35 приведены числа Фибоначчи первого-четвёртого порядков. 
Таблица 35 

n Fn
(1) Fn

(2) Fn
(3) Fn

(4) 

0 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
2 2 2 2 2 
3 3 4 4 4 
4 5 7 8 8 
5 8 13 15 16 
6 13 24 29 31 
7 21 44 56 61 
8 34 81 108 120 
9 55 149 208 236 
10 89 274 401 464 
11 144 504 773 912 
12 233 927 1490 1793 
13 377 1705 2872 3525 
14 610 3136 5536 6930 
15 987 5768 10671 13624 
16 1597 10609 20569 26784 

В табл. 36 и табл. 37 приведены результаты вычислений двух действительных 

корней уравнения  

 01234  xxxx . (85) 
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x . (86) 

 

Нахождение нулей полинома  Нахождение нулей полинома 
x

4
-x

3
-x

2
-x-1=0  x

4
-x

3
-x

2
-x-1=0 

x1=1,927561975482925 Таблица 36  x4=-0,7748041132154338 Таблица 37 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min  
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

8 1,925925925926 0,001636049557 m  8 -0,500000000000 -0,274804113215 m 

9 1,927884615385 -0,000322639902 m  9 -1,600000000000 0,825195886785   

10 1,927680798005 -0,000118822522 m  10 -5,000000000000 4,225195886785   

11 1,927554980595 0,000006994888 m  11 -0,125000000000 -0,649804113215   

12 1,927516778523 0,000045196959    12 -0,400000000000 -0,374804113215   

13 1,927576601671 -0,000014626188    13 -1,111111111111 0,336306997896   

14 1,927565028902 -0,000003053419 m  14 -2,571428571429 1,796624458213   

15 1,927560678474 0,000001297009 m  15 -0,411764705882 -0,363039407333   

16 1,927560892605 0,000001082878 m  16 -0,354166666667 -0,420637446549   

17 1,927562550444 -0,000000574961 m  17 -0,857142857143 0,082338743927 m 

18 1,927562022401 -0,000000046918 m  18 -1,750000000000 0,975195886785   

19 1,927561909417 0,000000066066    99 -0,781481155007 0,006677041792 m 

20 1,927561955676 0,000000019807 m  100 -0,772959284981 -0,001844828235 m 

21 1,927561995626 -0,000000020143    101 -0,768556617479 -0,006247495736   

22 1,927561974776 0,000000000707 m  102 -0,775340827879 0,000536714664 m 

23 1,927561972986 0,000000002497    103 -0,780546426497 0,005742313282   

24 1,927561975375 0,000000000108 m  104 -0,775334746675 0,000530633460 m 

25 1,927561976115 -0,000000000633    105 -0,769778806407 -0,005025306809   

26 1,927561975382 0,000000000101 m  106 -0,773445538027 -0,001358575188   

27 1,927561975405 0,000000000078 m  107 -0,779085126891 0,004281013675   

28 1,927561975496 -0,000000000013 m  108 -0,776790713909 0,001986600694   
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Запишем дроби Никипорца для комплексных корней уравнения (85): 
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В табл. 38 и 39 приведены результаты вычисления комплексных корней уравне-

ния 4-й степени (85). 
 

Нахождение нулей полинома 
x

4
-x

3
-x

2
-x-1=0 

x2=0,8182760987795397e
-i1,66427367278103

 Таблица 38 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

8 -1,427884615385 1,427884615385 -0,609608516605 m -3,141592653590 1,477318980809 m 

9 -0,200408070732 0,534938875945 0,283337222834 m -3,141592653590 1,477318980809   

10 1,190092078228 0,698333637879 0,119942460901 m -2,094395102393 0,430121429612 m 

11 0,585303734297 0,668178573859 0,150097524920   -1,570796326795 -0,093477345986 m 

12 -3,018485692580 0,903382889405 -0,085106790626 m -1,884955592154 0,220681919373   

13 -0,372877528902 0,779508614575 0,038767484204 m -2,094395102393 0,430121429612   

14 0,724613234569 0,771418862241 0,046857236539   -1,795195802051 0,130922129270   

15 -0,094876067703 0,593640546984 0,224635551795   -1,963495408494 0,299221735713   

16 14,923501279343 0,849410620113 -0,031134521334 m -1,745329251994 0,081055579213 m 

17 -0,613952554946 0,822279378719 -0,004003279940 m -1,884955592154 0,220681919373   

18 0,412438090583 0,772284864524 0,045991234256   -1,713595992867 0,049322320086 m 

99 2,199927284320 0,818748780655 -0,000472681876 m -1,673239565499 0,008965892718 m 

100 -0,451169929821 0,813519106625 0,004756992155   -1,689028308382 0,024754635601   

101 1,341549031240 0,817859699075 0,000416399704 m -1,671059922122 0,006786249341 m 

102 -0,657766310751 0,815986442947 0,002289655833   -1,686539214032 0,022265541251   

103 0,858243871764 0,816415718379 0,001860380401   -1,668971097220 0,004697424439 m 

104 -0,926651201577 0,817482414054 0,000793684725   -1,684152762749 0,019879089968   

105 0,575065769105 0,814553537375 0,003722561405   -1,666967530476 0,002693857695 m 

106 -1,324174798323 0,818561297012 -0,000285198233 m -1,681862733740 0,017589060959   

107 0,348760151489 0,811607334525 0,006668764255   -1,665044106403 0,000770433622 m 

108 -2,063441522059 0,819140316801 -0,000864218021   -1,679663398949 0,015389726168   
 
 

 

(87) 

 

(88) 
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Нахождение нулей полинома 
x

4
-x

3
-x

2
-x-1=0 

x3=0,8182760987795397e
i1,66427367278103

 Таблица 39 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

8 -0,727272727273 0,727272727273 0,091003371507 m 3,141592653590 -1,477318980809 m 

9 -1,617647058824 1,084652289093 -0,266376190314   3,141592653590 -1,477318980809   

10 0,087179487179 0,468092620777 0,350183478003   2,094395102393 -0,430121429612 m 

11 7,090909090909 0,923473261888 -0,105197163109   1,570796326795 0,093477345986 m 

12 -0,429687500000 0,792446596231 0,025829502549 m 1,884955592154 -0,220681919373   

13 -1,252173913043 0,855235616548 -0,036959517769   2,094395102393 -0,430121429612   

14 0,278426286208 0,728552245596 0,089723853183   1,795195802051 -0,130922129270   

15 -13,279635258359 1,047252442282 -0,228976343503   1,963495408494 -0,299221735713   

16 0,098155238427 0,805033285604 0,013242813175 m 1,745329251994 -0,081055579213 m 

17 -0,985833333333 0,821509903955 -0,003233805175 m 1,884955592154 -0,220681919373   

18 0,718778077269 0,811593278604 0,006682820175   1,713595992867 -0,049322320086 m 

99 0,301762183649 0,815757824753 0,002518274026 m 1,673239565499 -0,008965892718 m 

100 -1,487629851716 0,821045048376 -0,002768949597   1,689028308382 -0,024754635601   

101 0,503163620249 0,816779200393 0,001496898386 m 1,671059922122 -0,006786249341 m 

102 -1,017249229768 0,818668474112 -0,000392375332 m 1,686539214032 -0,022265541251   

103 0,774430053974 0,818194876156 0,000081222623 m 1,668971097220 -0,004697424439 m 

104 -0,722081318091 0,817141493922 0,001134604858   1,684152762749 -0,019879089968   

105 1,171947569516 0,820153863091 -0,001877764311   1,666967530476 -0,002693857695 m 

106 -0,506543320565 0,816171467393 0,002104631386   1,681862733740 -0,017589060959   

107 1,909325084603 0,823137510240 -0,004861411460   1,665044106403 -0,000770433622 m 

108 -0,323664791308 0,815565338236 0,002710760543   1,679663398949 -0,015389726168   
 

На рис. 15 показаны значения квадрата модуля комплексных корней, которые по-

лучены как произведения соответствующих подходящих непрерывных дробей, пред-

ставляющих комплексно-сопряжённые корни. Интересно отметить, что рис. 15 весьма 

похож на рис. 16 г, на котором приведены подходящие непрерывной дроби Никипорца 

(86), связанные со вторым вещественным корнем уравнения (76). 

Рис.15. Произведение подходящих дробей (87) и (88). 

На рис. 16 показано распределение подходящих непрерывных дробей Никипорца 
(79), (86), (87) и (88), представляющих корни уравнения (85). Комплексные корни 

уравнения (85) равны: 

 66427367,1

3,2 81827609,0 iex  . 

Второй вещественный корень – минимальный по модулю и имеет отрицательное 

значение: 

 77480411,04 x . 

Из рис. 16 г видно, что подходящие непрерывной дроби Никипорца, представ-

ляющие 4x , заметно осциллируют возле значения корня. Поэтому при вычислении 

модуля 4x  целесообразно использовать формулу 

 n

n

i

ii QPr 



1

0 , 

по которой находится модуль комплексного числа в r/φ-алгоритме. 
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Рис.16. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (85). 
Нахождение нулей полинома 

x
4
-x

3
-x

2
-x-1=0 

x4=-0,7748041132154338 Таблица 40 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

8 -0,500000000000 0,500000000000 0,274804113215 m 

9 -1,600000000000 0,894427191000 -0,119623077784 m 

10 -5,000000000000 1,587401051968 -0,812596938753   

11 -0,125000000000 0,840896415254 -0,066092302038 m 

12 -0,400000000000 0,724779663678 0,050024449538 m 

13 -1,111111111111 0,778271716226 -0,003467603011 m 

14 -2,571428571429 0,923167015268 -0,148362902053   

15 -0,411764705882 0,834548121172 -0,059744007956   

16 -0,354166666667 0,758736492658 0,016067620558   

17 -0,857142857143 0,768045937660 0,006758175555   

18 -1,750000000000 0,827753279885 -0,052949166669   

99 -0,781481155007 0,776752663909 -0,001948550694 m 

100 -0,772959284981 0,776711776040 -0,001907662824 m 

101 -0,768556617479 0,776624565260 -0,001820452045 m 

102 -0,775340827879 0,776611041172 -0,001806927957 m 

103 -0,780546426497 0,776651932330 -0,001847819115   

104 -0,775334746675 0,776638341688 -0,001834228472   

105 -0,769778806407 0,776568038669 -0,001763925453 m 

106 -0,773445538027 0,776536435320 -0,001732322105 m 

107 -0,779085126891 0,776561880918 -0,001757767703   

108 -0,776790713909 0,776564146261 -0,001760033046   

 

x 1 = 1,927 561 975 482 925

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

8 18 28 38 48 58 68 78 88 98 108

x 2 = 0,818 276 098 779 539 7e
-i 1 ,6 6 4 2 7 3 6 7 2 7 8 1 0 3

-3,5

-2,5

-1,5

-0,5

0,5

1,5

2,5

3,5

8 18 28 38 48 58 68 78 88 98 108

x 3 = 0,818 276 098 779 539 7e i 1 ,6 6 4 2 7 3 6 7 2 7 8 1 0 3

-3,5

-2,5

-1,5

-0,5

0,5

1,5

2,5

3,5

8 18 28 38 48 58 68 78 88 98 108

x 4 = -0 ,7 748 041 132 154 338

-5,5

-4,5

-3,5

-2,5

-1,5

-0,5

0,5

8 18 28 38 48 58 68 78 88 98 108

а 

б 

в 

г 

Проанализируем графи-

ки, показанные на рис. 16а и 

16г. График, представленный 

на рис. 16а, соответствует ве-

щественному старшему по мо-

дулю корню уравнения (85). 

Исходя из чисел, приве-

дённых в третьей колонке 

табл. 40, график имеет доволь-

но сложную структуру – ни о 

какой “вилке” в значениях 
подходящих дробей, представ-

ляющих вещественный ко-

рень, говорить не приходится. 

Нерегулярность в структуре 

графика, приведённого на рис. 

16г, соответствующего второ-

му вещественному корню, бо-

лее очевидна. 
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В табл. 41 приведены результаты решения уравнения (85) с использованием 4096 

подходящих дробей. 

 
    Таблица 41 

Номер 

корня, 

 

Значение  

модуля, 

ri 

Погрешность  

модуля, 

r0ri 

Значение  

аргумента, 

φi 

Погрешность  

аргумента, 

φ0  φi 

x1 1,927561975483 0,000000000000 - - 

x2 0,818223520113 0,000052578666 1,664273163420 0,000000509361 

x3 0,818276083103 0,000000015676 -1,664273163420 -0,000000509361 

x4 -0,774804094663 -0,000000000121 - - 

 

На рис. 17 показаны графики подходящих дробей (87) и (88) на “начальных” и 

‘”удаленных” участках. 

 

x4 - x3 - x2 - x- 1=0 

 

 
 

 
Рис.17. Графики подходящих дробей (87) и (88) на “начальном” и “удаленном” участке. 

4. Числа Фибоначчи  4
nF  четвёртого порядка определяются рекуррентным соот-

ношением 

          
5

4

4

4

3

4

2

4

1

4

  nnnnnn FFFFFF . (89) 

Чтобы задать начальные условия, запишем определитель Хессенберга 

  















......

110000

111000

111100

111110

111111

011111

4











nF . (90) 

Рассматривая (90), получим: 

   14

0 F ,   14

1 F ,   24

2 F ,   44

3 F ,   84

4 F . (91) 
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Таким образом, числа Фибоначчи четвёртого порядка составляют последователь-

ность: 

 1, 1, 2, 4, 8, 16, 31, 61, 120, 236, …. 

Числа Фибоначчи четвёртого порядка могут быть определены, помимо рекур-

рентной формулы (89), также с использованием обобщённой формулы Бине, которая 

по структуре аналогична формуле Бине третьего порядка (78) и составляется по кор-

ням алгебраического уравнения 

 012345  xxxxx . (92) 

Предел отношения соседних чисел Фибоначчи совпадает, очевидно, со значением 

старшего по модулю корня уравнения (92): 
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Кроме вещественного корня (93), уравнение (92) имеет две пары комплексно-

сопряжённых корней: 

 3445710146,1

3,2 8710479417,0 iex  , 

 5471855514,2

5,4 8187881576,0 iex  . 

 

Нахождение нулей полинома 
x

5
-x

4
-x

3
-x

2
-x-1=0 

x1=1,965948236645485 Таблица 42 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

15 1,965942454492 0,000005782153 m 

16 1,965949820789 -0,000001584143 m 

17 1,965948799757 -0,000000563111 m 

18 1,965948280026 -0,000000043380 m 

19 1,965948121250 0,000000115395   

20 1,965948172439 0,000000064207   

21 1,965948271478 -0,000000034833 m 

22 1,965948244643 -0,000000007997 m 

23 1,965948235028 0,000000001618 m 

24 1,965948234248 0,000000002397   

25 1,965948236206 0,000000000440 m 

26 1,965948237310 -0,000000000665   

27 1,965948236718 -0,000000000073 m 

28 1,965948236581 0,000000000064 m 

29 1,965948236608 0,000000000037 m 

30 1,965948236649 -0,000000000003 m 

 

 

В табл. 42-46 приведены результаты 

вычисления корней уравнения 

012345  xxxxx  

при помощи непрерывных дробей              

Никипорца. 

Данные табл. 42 показывают высокую 

скорость сходимости непрерывной дроби 

(93), которой представляется единственный 

вещественный корень уравнения (92). Не-

смотря на то, что непрерывная дробь Хес-

сенберга (93) знакоположительна, эффект 
“вилки” отсутствует, как свидетельствуют 

числа колонки 3 табл. 42. 
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Запишем непрерывные дроби Никипорца для комплексных корней уравнения (92): 
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В табл. 43 и 44 приведены результаты вычислений первой пары комплексных 

корней уравнения (92), проведённые по формулам (94) и (95) с использованием r/φ-

алгоритма. Сравнивая колонки 5 и 8 таблиц 43 и 44, 45 и 46, можно обратить внима-

ние, что точность определения модулей комплексно-сопряжённых корней различна, в 

то время как погрешности в определении аргументов этих корней совпадают. 
Нахождение нулей полинома 

x
5
-x

4
-x

3
-x

2
-x-1=0 

x2=0,8710479417371768e
i1,344571014601718

 Таблица 43 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

15 -5,340949820789 5,340949820789 -4,469901879051 m 3,141592653590 -1,797021638988 m 

16 -0,272496418805 1,206395332874 -0,335347391137 m 3,141592653590 -1,797021638988   

17 1,000718386641 1,133523144447 -0,262475202709 m 2,094395102393 -0,749824087791 m 

18 0,600589118425 0,967090592961 -0,096042651224 m 1,570796326795 -0,226225312193 m 

19 -0,633810653754 0,888721392189 -0,017673450452 m 1,884955592154 -0,540384577552   

20 3,803725432936 1,132416586390 -0,261368644653   1,570796326795 -0,226225312193   

21 -0,532683357579 1,016752405306 -0,145704463569   1,795195802051 -0,450624787450   

22 0,704394902227 0,971158985921 -0,100111044183   1,570796326795 -0,226225312193   

23 0,159361500265 0,794471738118 0,076576203619   1,396263401595 -0,051692386994 m 

24 -4,936854245668 0,953708466036 -0,082660524298   1,570796326795 -0,226225312193   

25 1,109422285314 0,966911354869 -0,095863413131   1,427996660723 -0,083425646121   

106 4,390125607716 0,882873201575 -0,011825259837 m 1,365909849387 -0,021338834785 m 

107 0,222304423853 0,869877323530 0,001170618207 m 1,351222646705 -0,006651632104 m 

108 -3,029946932551 0,881502853426 -0,010454911689   1,370269136140 -0,025698121539   

109 0,642068870606 0,878566942400 -0,007519000663   1,355845250497 -0,011274235895   

110 -0,795505068753 0,877658508468 -0,006610566731   1,374446785946 -0,029875771344   

111 1,337912542695 0,881481533587 -0,010433591850   1,360277231451 -0,015706216850   

112 -0,172523993990 0,866931967200 0,004115974537   1,378453919432 -0,033882904831   

113 4,799388558207 0,882047751357 -0,010999809620   1,364530142468 -0,019959127867   

114 0,232691795613 0,870372151545 0,000675790193 m 1,350884841044 -0,006313826442 m 

115 -2,876551748686 0,880735001784 -0,009687060047   1,368614621366 -0,024043606764   
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Нахождение нулей полинома 
x

5
-x

4
-x

3
-x

2
-x-1=0 

x3=0,8710479417371768e
-i1,344571014601718

 Таблица 44 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

15 -0,380952380952 0,380952380952 0,490095560785 m -3,141592653590 1,797021638988 m 

16 -1,341666666667 0,714920352984 0,156127588753 m -3,141592653590 1,797021638988   

17 0,085636673368 0,352418233711 0,518629708027   -2,094395102393 0,749824087791 m 

18 3,087217320025 0,606297221771 0,264750719966   -1,570796326795 0,226225312193 m 

19 -2,159054235388 0,781629915587 0,089418026150 m -1,884955592154 0,540384577552   

20 0,619366691884 0,751898038419 0,119149903318   -1,570796326795 0,226225312193   

21 -1,085115864528 0,792352707512 0,078695234225 m -1,795195802051 0,450624787450   

22 0,234690265487 0,680558734958 0,190489206779   -1,570796326795 0,226225312193   

23 6,586290624847 0,875782371205 -0,004734429468 m -1,396263401595 0,051692386994 m 

24 -0,189070429428 0,751309603383 0,119738338354   -1,570796326795 0,226225312193   

25 1,765971311703 0,812009641520 0,059038300217   -1,427996660723 0,083425646121   

106 0,171506566694 0,857897869934 0,013150071803   -1,365909849387 0,021338834785 m 

107 3,425720858122 0,870765787214 0,000282154523 m -1,351222646705 0,006651632104 m 

108 -0,250997007317 0,859318574791 0,011729366946   -1,370269136140 0,025698121539   

109 1,186207516899 0,862239574276 0,008808367461   -1,355845250497 0,011274235895   

110 -0,952856057563 0,863137585293 0,007910356444   -1,374446785946 0,029875771344   

111 0,563208963175 0,859347029743 0,011700911994   -1,360277231451 0,015706216850   

112 -4,404014338375 0,873796326011 -0,002748384274   -1,378453919432 0,033882904831   

113 0,158463117875 0,858856282764 0,012191658973   -1,364530142468 0,019959127867   

114 3,267672163701 0,870409608931 0,000638332806   -1,350884841044 0,006313826442 m 

115 -0,264027277488 0,860189669466 0,010858272272   -1,368614621366 0,024043606764   

 

4

1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1

. . . . . . . . . . . .
:

1 1 0 0 0 1 1 1 0 0

1 1 1 0 0 1 1 1 1 0

1 1 1 1 0 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 0 1 1 1 1

. . . . . . . . . .

x



 

 

 



 

,                  (96) 

 Нахождение нулей полинома 
x

5
-x

4
-x

3
-x

2
-x-1=0 

x4=0,8187888157674695e
-i2,54718555142298

 Таблица 45 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

15 -0,625000000000 0,625000000000 0,193788815767 m -3,141592653590 0,594407102167 m 

16 -1,252173913043 0,884651736929 -0,065862921162 m -3,141592653590 0,594407102167   

17 -2,308243727599 1,217892000014 -0,399103184246   -3,141592653590 0,594407102167   

18 -0,039190897598 0,515825592710 0,302963223057   -3,141592653590 0,594407102167   

19 5,947368421052 0,841138045930 -0,022349230163 m -2,513274122872 -0,033911428551 m 

20 -0,647727272727 0,805294553097 0,013494262670 m -2,617993877991 0,070808326569   

21 -1,026666666667 0,833724522949 -0,014935707181   -2,692793703077 0,145608151654   

22 -1,758241758242 0,915228588979 -0,096439773211   -2,748893571891 0,201708020468   

23 -0,136300093197 0,740690841881 0,078097973886   -2,792526803191 0,245341251768   

24 1,877038541843 0,812869065665 0,005919750103 m -2,513274122872 -0,033911428551   

25 -0,938001905540 0,823518970069 -0,004730154301 m -2,570393989301 0,023208437878 m 

106 -0,713990250096 0,823390315009 -0,004601499241 m -2,561080967600 0,013895416177 m 

107 -0,410830999927 0,817257773815 0,001531041952 m -2,567323028740 0,020137477317   

108 0,269140025004 0,807657722490 0,011131093277   -2,540011081626 -0,007174469797 m 

109 -3,836117299088 0,821013190270 -0,002224374502   -2,546343519225 -0,000842032198 m 

110 -1,182535216037 0,824139634295 -0,005350818528   -2,552544031042 0,005358479619   

111 -0,793851566699 0,823821565262 -0,005032749494   -2,558616697254 0,011431145831   

112 -0,506765649740 0,819746988619 -0,000958172851 m -2,564565431502 0,017379880079   

113 -0,036008708749 0,794273382670 0,024515433097   -2,570393989301 0,023208437878   

114 17,220715630403 0,819088485466 -0,000299669699 m -2,544690049408 -0,002495502015   

115 -1,393765654413 0,823410788339 -0,004621972572   -2,550599976182 0,003414424759   
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Нахождение нулей полинома 
x

5
-x

4
-x

3
-x

2
-x-1=0 

x5=0,8187888157674695e
i2,54718555142298

 Таблица 46 
Номер 

дроби, 
i 

Значения 

подходящих 
дробей 

Значение 

модуля, 
ri 

Погрешность 

модуля, 
r0–ri 

min 

Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 

аргумента, 
φ0–φi 

min 

15 -0,400000000000 0,400000000000 0,418788815767 m 3,141592653590 -0,594407102167 m 

16 -1,111111111111 0,666666666667 0,152122149101 m 3,141592653590 -0,594407102167   

17 -2,571428571429 1,045515917149 -0,226727101382   3,141592653590 -0,594407102167   

18 -7,000000000000 1,681792830507 -0,863004014740   3,141592653590 -0,594407102167   

19 0,062500000000 0,870550563296 -0,051761747529 m 2,513274122872 0,033911428551 m 

20 -0,333333333333 0,741836375590 0,076952440177   2,617993877991 -0,070808326569   

21 -0,857142857143 0,757306542125 0,061482273643   2,692793703077 -0,145608151654   

22 -1,750000000000 0,840896415254 -0,022107599486 m 2,748893571891 -0,201708020468   

23 -3,555555555556 0,986998258526 -0,168209442758   2,792526803191 -0,245341251768   

24 0,290322580645 0,873318840150 -0,054530024383   2,513274122872 0,033911428551   

25 -0,276785714286 0,786695275845 0,032093539922   2,570393989301 -0,023208437878 m 

106 -0,946189100007 0,815620723255 0,003168092512 m 2,561080967600 -0,013895416177 m 

107 -1,625790709795 0,821692841080 -0,002904025313 m 2,567323028740 -0,020137477317   

108 2,485112577312 0,831424194167 -0,012635378399   2,540011081626 0,007174469797 m 

109 -0,174097989794 0,817852499938 0,000936315830 m 2,546343519225 0,000842032198 m 

110 -0,567470889778 0,814744680221 0,004044135546   2,552544031042 -0,005358479619   

111 -0,850337500394 0,815103906755 0,003684909013   2,558616697254 -0,011431145831   

112 -1,321059942912 0,819130068155 -0,000341252387 m 2,564565431502 -0,017379880079   

113 -18,574035217831 0,845367070142 -0,026578254375   2,570393989301 -0,023208437878   

114 0,038846972367 0,819725499605 -0,000936683837   2,544690049408 0,002495502015   

115 -0,480526313129 0,815402235681 0,003386580087   2,550599976182 -0,003414424759   

На рис. 18 показаны квадраты модулей двух пар комплексно-сопряжённых корней уравне-

ния (92). 

Рис.18. Квадраты модулей комплексно-сопряженных корней уравнения (92). 
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На рис. 19 приведены графики распределения подходящих непрерывных дробей 

(93)-(97), которые представляют корни алгебраического уравнения (92). Из графика 

19а видно, что 1x  – вещественный корень. Графики также показывают, что имеются 

две пары комплексно-сопряжённых корней, причём, аргумент второй пары комплекс-

ных корней больше, чем аргумент первой пары. Знак аргумента определяется по ди-

намике распределения подходящих “на периоде”. Из графиков рис. 19б и 19в можно 

заключить, что аргумент первой пары комплексных корней менее π/2. Из графиков 

рис. 19г и 19д видно, что аргумент второй пары лежит в интервале π/2<φ<π, причём φ 
ближе к π, чем к π/2. 

 

 
Рис.19. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (92). 
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Если на начальном участке наблюдается некоторая неупорядоченность в распо-

ложении подходящих дробей, то затем отчётливо просматривается регулярность гра-

фиков, представляющих две пары комплексно-сопряжённых корней. 

На рис. 20 показано распределение значений подходящих дробей, вычисленных 

по формулам (93) - (97). Используя эти подходящие дроби, были определены значения 

двух пар комплексно – сопряженных корней уравнения 

 
-x5 - x4 - x3 - x2 - x- 1=0 

 

 

 

 

 
Рис.20. Графики подходящих дробей (93)–(97) на “начальном” и “удаленном” участке. 

 

В табл. 47 приведены значения корней уравнения (92) при использовании 4096 

подходящих дробей выражения (94) – (97). 

    Таблица 47 
Номер 

корня, 

i 

Значение модуля, 

ri 

Погрешность 

 модуля, 

r0ri 

Значение 

 аргумента, 

φi 

Погрешность 

 аргумента, 

φ0  φi 

x1 1,965948236645 0,000000000000 - - 

x2 0,870906327607 0,000141614130 1,344570981113 0,000000033489 

x3 0,871048118257 -0,000000176520 -1,344570981113 -0,000000033489 

x4 0,818788783515 0,000000032252 2,547185796149 -0,000000244726 

x5 0,818788807863 0,000000007904 -2,547185796149 0,000000244726 
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  5.Рассмотрим ещё один пример решения алгебраического уравнения, связанного 

с числами Фибоначчи. 

 0123456  xxxxxx . (98) 

В табл. 48-53 приведены результаты вычислений корней уравнения (98), найден-

ные при помощи непрерывных дробей Никипорца и r/φ-алгоритма. Предел отношения 

соседних чисел Фибоначчи  5
nF  совпадает со значением старшего по модулю корня 

уравнения (98). Из табл. 48 следует, что 243269835828434,11 x . 
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Опуская запись остальных корней уравнения (98) через непрерывные дроби Ни-

кипорца, приведём результаты вычислений. Уравнение (98) имеет два вещественных 

корня: 

 9835828434,11 x , 8403090983,06 x , 

модули которых как бы обрамляют модули двух пар комплексных корней. 

В табл. 49-50 приведены результаты вычислений первой пары комплексных кор-

ней, а в табл. 51-52 – второй пары комплексно-сопряжённых корней. 
 

Нахождение нулей полинома 
x

6
-x

5
-x

4
-x

3
-x

2
-x-1=0 

x2=0,9062149638126795e
i1,125546101909268

 Таблица 49 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

25 -0,431073269452 0,431073269452 0,475141694361 m 3,141592653590 -2,016046551681 m 

26 0,917672460591 0,628954742309 0,277260221504 m 1,570796326795 -0,445250224886 m 

27 0,601705227519 0,619737142790 0,286477821022   1,047197551197 0,078348550713 m 

28 -0,208403107674 0,471934461945 0,434280501868   1,570796326795 -0,445250224886   

29 7,075314027083 0,811062827835 0,095152135977 m 1,256637061436 -0,131090959527   

30 0,957041619579 0,833746234276 0,072468729537 m 1,047197551197 0,078348550713   

31 -0,977122379596 0,852862258446 0,053352705367 m 1,346396851538 -0,220850749629   

32 0,686594530307 0,830054439074 0,076160524739   1,178097245096 -0,052551143187 m 

33 0,244559231805 0,724665203519 0,181549760294   1,047197551197 0,078348550713   

34 -2,319026843124 0,814055931210 0,092159032603   1,256637061436 -0,131090959527   

35 1,611863649153 0,866212833244 0,040002130568 m 1,142397328578 -0,016851226669 m 

116 1,074379565261 0,900893805934 0,005321157879 m 1,126875625744 -0,001329523835 m 

117 0,012396640899 0,860317732103 0,045897231710   1,114758683532 0,010787418377   

118 -65,450629962784 0,900890951453 0,005324012360   1,136320747043 -0,010774645134   

119 0,789403225730 0,899639043431 0,006575920381   1,124359476022 0,001186625888 m 

120 -0,254627430527 0,887888155997 0,018326807815   1,145372321621 -0,019826219712   

121 4,012496525282 0,901802472264 0,004412491548 m 1,133564359543 -0,008018257633   

122 0,577652692239 0,897712963894 0,008501999919   1,121997376282 0,003548725627   

123 -0,645431939807 0,894726196217 0,011488767596   1,142397328578 -0,016851226669   

124 2,050810112976 0,902178568257 0,004036395556 m 1,130973355292 -0,005427253383   

125 0,378419395485 0,894451245462 0,011763718351   1,119775599299 0,005770502610   

Нахождение нулей полинома 
x

6
-x

5
-x

4
-x

3
-x

2
-x-1=0 

x1=1,983582843424326 Таблица 48 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

25 1,983582845483 -0,000000002059 m 

26 1,983582844134 -0,000000000710 m 

27 1,983582843511 -0,000000000086 m 

28 1,983582843321 0,000000000103   

29 1,983582843341 0,000000000083 m 

30 1,983582843412 0,000000000012 m 

31 1,983582843446 -0,000000000022   

32 1,983582843429 -0,000000000005 m 

33 1,983582843424 0,000000000001 m 

34 1,983582843423 0,000000000001   
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x
6
-x

5
-x

4
-x

3
-x

2
-x-1=0 

x3=0,9062149638126795e
-i1,125546101909268

 Таблица 50 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

25 -1,164927179102 1,164927179102 -0,258712215289 m -3,141592653590 2,016046551681 m 

26 0,100986438964 0,342989573413 0,563225390400   -1,570796326795 0,445250224886 m 

27 2,352820264333 0,651703714054 0,254511249758 m -1,047197551197 -0,078348550713 m 

28 -5,409956280549 1,106206194012 -0,199991230199 m -1,570796326795 0,445250224886   

29 0,175057180243 0,765076485966 0,141138477846 m -1,256637061436 0,131090959527   

30 2,236712712800 0,914862331649 -0,008647367837 m -1,047197551197 -0,078348550713   

31 -0,823221984606 0,901171292214 0,005043671598 m -1,346396851538 0,220850749629   

32 0,259613026813 0,771342462320 0,134872501492   -1,178097245096 0,052551143187 m 

33 3,981908646165 0,925661358467 -0,019446394655   -1,047197551197 -0,078348550713   

34 -0,374996403867 0,845686954824 0,060528008989   -1,256637061436 0,131090959527   

35 0,776136040051 0,839114619554 0,067100344258   -1,142397328578 0,016851226669 m 

116 0,770192108306 0,899346753976 0,006868209837   -1,126875625744 0,001329523835 m 

117 66,227183554168 0,941897433631 -0,035682469818   -1,114758683532 -0,010787418377   

118 -0,012543781538 0,899602568313 0,006612395499   -1,136320747043 0,010774645134   

119 1,031588615875 0,900899898000 0,005315065813   -1,124359476022 -0,001186625888 m 

120 -3,226420024275 0,912951766384 -0,006736802571   -1,145372321621 0,019826219712   

121 0,204963687141 0,898999547954 0,007215415859   -1,133564359543 0,008018257633   

122 1,428776117562 0,903259592946 0,002955370867 m -1,121997376282 -0,003548725627   

123 -1,273412681273 0,906398576572 -0,000183612760 m -1,142397328578 0,016851226669   

124 0,400340312099 0,899021992583 0,007192971230   -1,130973355292 0,005427253383   

125 2,159621243896 0,906856781006 -0,000641817193   -1,119775599299 -0,005770502610   

 
x4=0,8547203934768322e

-i2,14176160500064
 Таблица 51 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

25 -1,140819964349 1,140819964349 -0,286099570873 m -3,141592653590 0,999831048589 m 

26 -1,768000000000 1,420200583358 -0,565480189881   -3,141592653590 0,999831048589   

27 -0,033555974561 0,407527021115 0,447193372362   -3,141592653590 0,999831048589   

28 2,619012234283 0,648861026492 0,205859366985 m -2,356194490192 0,214432885192 m 

29 1,293412189220 0,744849861423 0,109870532054 m -1,884955592154 -0,256806012847   

30 -1,917130827721 0,871965381157 -0,017244987681 m -2,094395102393 -0,047366502607 m 

31 -1,026548205489 0,892534417565 -0,037814024088   -2,243994752564 0,102233147563   

32 -1,488569909623 0,951465411702 -0,096745018225   -2,356194490192 0,214432885192   

33 -0,095450088710 0,736945883894 0,117774509583   -2,443460952792 0,301699347791   

34 1,537235247409 0,793169619360 0,061550774116   -2,199114857513 0,057353252512   

35 0,181463354554 0,693636257022 0,161084136455   -1,999195325012 -0,142566279989   

116 -1,058150741720 0,854872146276 -0,000151752800 m -2,151308012784 0,009546407784 m 

117 -0,039032188599 0,826965558132 0,027754835345   -2,161956234728 0,020194629728   

118 22,030303823144 0,856352692567 -0,001632299090   -2,138956700316 -0,002804904684 m 

119 -1,123837510045 0,858806471080 -0,004086077603   -2,149510762982 0,007749157982   

120 -0,391585131473 0,851809550129 0,002910843348   -2,159844949343 0,018083344342   

121 0,678641823941 0,849816109860 0,004904283617   -2,137578506566 -0,004183098434   

122 -1,674731681500 0,855719224768 -0,000998831291   -2,147823548883 0,006061943882   

123 -0,327302902677 0,847452402010 0,007267991467   -2,157861620648 0,016100015647   

124 1,722665464970 0,853485547351 0,001234846125   -2,136283004441 -0,005478600560   

125 -1,553063112339 0,858559422303 -0,003839028827   -2,146236565324 0,004474960323   

 
x5=0,8547203934768322e

i2,14176160500064
 Таблица 52 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

25 -1,026666666667 1,026666666667 -0,171946273190 m 3,141592653590 -0,999831048589 m 

26 -1,758241758242 1,343550596415 -0,488830202939   3,141592653590 -0,999831048589   

27 -2,984693877551 1,753083554189 -0,898363160712   3,141592653590 -0,999831048589   

28 0,018970189702 0,565418325609 0,289302067867   2,356194490192 -0,214432885192 m 

29 10,070175438597 1,005780732025 -0,151060338548 m 1,884955592154 0,256806012847   

30 -0,429956896552 0,872951762480 -0,018231369003 m 2,094395102393 0,047366502607 m 

31 -0,872180451128 0,872841533396 -0,018121139920 m 2,243994752564 -0,102233147563   

32 -1,425000000000 0,927994358799 -0,073273965322   2,356194490192 -0,214432885192   

33 -2,259887005650 1,024458521738 -0,169738128261   2,443460952792 -0,301699347791   

34 0,082965803771 0,796773449637 0,057946943840   2,199114857513 -0,057353252512   

35 13,122459513518 1,027879398979 -0,173159005502   1,999195325012 0,142566279989   

116 -0,652035823213 0,856678182005 -0,001957788528 m 2,151308012784 -0,009546407784 m 

117 -22,907821111380 0,887490224629 -0,032769831152   2,161956234728 -0,020194629728   

118 0,040934482825 0,858914673310 -0,004194279833   2,138956700316 0,002804904684 m 

119 -0,693691803684 0,856985263768 -0,002264870291   2,149510762982 -0,007749157982   

120 -1,651470789383 0,862861391111 -0,008140997635   2,159844949343 -0,018083344342   

121 0,862664578124 0,862859361883 -0,008138968406   2,137578506566 0,004183098434   

122 -0,387970230366 0,855850195352 -0,001129801875 m 2,147823548883 -0,006061943882   

123 -2,543063012910 0,865316771943 -0,010596378466   2,157861620648 -0,016100015647   

124 0,522338854835 0,860959839201 -0,006239445725   2,136283004441 0,005478600560   

125 -0,521306162363 0,856693686860 -0,001973293383   2,146236565324 -0,004474960323   
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Приведём значения двух пар комплексно-сопряжённых корней: 

 1255461019,1

3,2 9062149638,0 iex  ,  

1417616050,2

4,3 8547203934,0 iex  . 

В табл. 53 приведены результаты вычислений второго вещественного корня 

уравнения (98). Из колонки 6 табл. 50 следует, что второй вещественный корень имеет 

отрицательное значение. 

 
Нахождение нулей полинома 

x
6
-x

5
-x

4
-x

3
-x

2
-x-1=0 

x6=-0,8403090983405318 Таблица 53 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

25 -0,857142857143 0,857142857143 -0,016833758802 m 3,141592653590 0,000000000000 m 

26 -1,750000000000 1,224744871392 -0,384435773051   3,141592653590 0,000000000000   

27 -3,555555555556 1,747160929473 -0,906851831132   3,141592653590 0,000000000000   

121 -1,047069417965 0,848035019133 -0,007725920793 m  3,141592653590 0,000000000000   

122 -0,940102123971 0,848927366555 -0,008618268215   3,141592653590 0,000000000000   

123 -0,736924600891 0,847714969718 -0,007405871377 m 3,141592653590 0,000000000000   

124 -0,682404061578 0,845878078159 -0,005568979818 m 3,141592653590 0,000000000000   

125 -0,761932879139 0,845003199799 -0,004694101459 m 3,141592653590 0,000000000000   

 

На рис. 21 и 22 представлены графики квадратов модулей двух пар комплексно-

сопряжённых корней уравнения (98). 

 

Рис.21. Графики квадратов модулей комплексно-сопряженных корней x2 и x3. 

 

Рис.22 Графики квадратов модулей комплексно-сопряженных корней x4 и x5. 

 

Графики, показанные на рис. 21 и 22, имеют “период”, состоящий из шести под-

ходящих, причём биения на графике 22 затухают медленнее, а их огибающая более 
схожа с синусоидой.  

На рис. 23 показаны распределения значений подходящих дробей Никипорца, 

представляющих корни уравнения шестой степени 

 

x6 – x5 – x4 – x3 –x2 –x – 1 = 0 
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Рис.23. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (98). 
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Продолжим решение алгебраических уравнений вида  

 

xn –xn-1 – xn-2- … - x – 1=0 

 

с использованием r/ - алгоритма . 
Ниже приведем результаты решения этим способом алгебраических уравнений: 

 

x8 - x7 -…- x- 1=0                             (99) 

 
x16 – x15 -…- x- 1=0                            (100) 

 

x32 – x31 -…- x- 1=0                             (101) 

 

На  рис. 24 показаны графики подходящих дробей, представляющих корни урав-

нения (99) 

x8 - x7 -…- x- 1=0 

 

 

 

 

Рис. 24. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (99). 
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Рис. 24 (окончание). Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (99). 

 

В табл. 54 приведены результаты решения уравнения (99) с использованием  r/- 
алгоритма.  

    Таблица 54 
Номер 

корня, 

i 

Значение  

модуля, 

ri 

Погрешность 

 модуля, 

r0ri 

Значение  

аргумента, 

φi 

Погрешность  

аргумента, 

φ0  φi 

x1 1,996031179735 0,000000000000   

x2 0,946829145502 0,000357965403 0,845006402878 -0,000000084124 

x3 0,947187157823 -0,000000046918 -0,845056133693 0,000049814939 

x4 0,904160605149 0,000082047264 1,622793433840 -0,000062560112 

x5 0,904242592809 0,000000059604 -1,622896997040 0,000166123312 

x6 0,882820882695 -0,000000040523 2,384400199874 0,000000070627 

x7 0,882820852410 -0,000000010238 -2,384425766301 0,000025495800 

x8 -0,876286230018 0,000000000000   

    На  рис. 25 показаны графики подходящих дробей, представляющих корни 

уравнения (100). 
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x16 – x15 -…- x- 1=0 

 

 

 

 

 

 
Рис. 25. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (100). 
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Рис. 25 (окончание) . Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (100). 

 

В табл. 55 приведены результаты решения уравнения (100) при помощи                    

r/φ – алгоритма.  
    Таблица 55 

Номер 

корня, 

 

Значение  

модуля, 

ri 

Погрешность  

модуля, 

r0ri 

Значение  

аргумента, 

φi 

Погрешность  

аргумента, 

φ0  φi 

x1 1,999984739348 -0,000000000001 - - 

x2 0,989850448553 0,000709602321 0,414568522084 -0,000000055016 

x3 0,990586306024 -0,000026255150 -0,414622338897 0,000053871829 

x4 0,973796823500 0,000791302572 0,815998091842 -0,000001131183 

x5 0,974510246177 0,000077879895 -0,816313188265 0,000316227606 

x6 0,960963430069 0,000105051654 1,209529086488 -0,000412341445 

…     

x11 0,943593839479 -0,000000021129 -1,985868828719 0,000615647906 

x12 0,938681288693 0,000000094118 2,371240432020 -0,000058162751 

x13 0,938681390807 -0,000000007996 -2,371240432020 0,000058162751 

x14 0,935847924447 0,000000046282 2,756518796778 -0,000000815128 

x15 0,935849487979 -0,000001517250 -2,756514902384 -0,000003079266 

x16 -0,934942144253 0,000020491843   



ФУНКЦИИ НИКИПОРЦА И НАХОЖДЕНИЕ НУЛЕЙ ПОЛИНОМОВ 
 

147 

x32 – x31 -…- x- 1=0 

 

 

 

 

 

 
Рис. 26. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (101). 
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Рис. 26 (окончание) . Графики подходящих дробей, представляющих корни  уравнения (101). 
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        В табл. 56 приведены результаты решения алгебраического уравнения (101) с ис-

пользованием  r/- алгоритма.  
 

    Таблица 56 
Номер 

корня, 

i 

Значение  

модуля, 

ri 

Погрешность  

модуля, 

r0ri 

Значение  

аргумента, 

φi 

Погрешность  

аргумента, 

φ0  φi 

x1 1,999999999767 0,000000000000 - - 

x2 0,997671221430 0,001068094659 0,202413584177 0,000000110176 

x3 0,998752745755 -0,000013429666 -0,202411338755 -0,000002355598 

x4 0,996996318804 -0,001427185396 0,403507313305 0,000003921993 

x5 0,995501283452 0,000067849956 -0,403507313305 -0,000003921993 

x6 0,991040309764 0,000555951876 0,603073589752 -0,000161998580 

… ... … … … 

x27 0,967717558240 -0,000000100577 -2,558401973144 -0,000003539726 

x28 0,967087774047 0,000000028856 2,752829118244 0,000000529718 

x29 0,967088355079 -0,000000552176 -2,752833696457 0,000004048495 

x30 0,966716981711 -0,000003527913 2,947219049231 0,000000414037 

x31 0,966726387870 -0,000012934072 -2,947219049231 -0,000000414037 

x32 -0,966666666667 0,000077427950 - - 

 

Числа Фибоначчи n-го порядка определяются линейным рекуррентным соотно-

шением n-го порядка. Очевидно, пределом отношения соседних чисел Фибоначчи по-

рядка n  n  является число 2. Можно записать значение определителей бесконеч-

ного порядка: 
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.  

         2.7. Алгоритм вычисления главных миноров матрицы 
 

 

 
 

Рассмотрим некоторую матрицу A. Её элементы будем обозначать, как ai,j. Строку 

номер i будем обозначать, как  . Размер матрицы равен N . 
Все главные миноры матрицы, если они не равны нулю, можно вычислить сле-

дующим вычислительно эффективным алгоритмом: сначала привести матрицу 

к верхнетреугольному виду методом Гаусса, а затем, перемножая диагональные эле-

менты, получить значения миноров. Основной операцией метода Гаусса является при-

бавление к строке матрицы другой её строки, умноженной на коэффициент. Такая 

операция не меняет значение определителя, поэтому значения миноров не меняются. 

Для результирующей треугольной матрицы они могут быть легко вычислены пере-
множением диагональных элементов. 

Приведённый алгоритм имеет 2 недостатка: 

- при вычислениях на компьютере полученные значения миноров в общем случае 

будут менее точными, чем могут быть вычислены с использованием имеющегося типа 
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данных; 

- алгоритм перестаёт работать, если хотя бы один минор кроме последнего равен 

нулю. 

Рассмотрим первую проблему. Как известно, существует способ вычисления оп-

ределителя с помощью только сложений и умножений. Поэтому, если мы, например, 

используем целочисленный тип данных, то все промежуточные результаты будут це-

лыми, и значения самих миноров — тоже целые. Аналогичные рассуждения верны и 
для чисел с плавающей точкой: пока нам хватает бит для хранения промежуточных ре-

зультатов, мы не допустим никакой погрешности. 

Алгоритм Гаусса имеет операции деления, которые достаточно редко произво-

дятся «нацело». Чаще всего возникает периодическая двоичная дробь, которая обреза-

ется, сколько бы бит на число мы ни хранили. Среди последующих (после деления) 

операций над числами обязательно будет умножение на то число, на которое было де-

ление, так как в итоге должна получиться формула для вычисления определителя, не 

содержащая делений. Но из-за того, что биты отброшены, пара операций «деление-

умножение» получается необратимой, что приводит к накоплению погрешности. 

Из-за указанного недостатка часто вместо метода Гаусса для вычисления главных 

миноров используется метод LU-разложения, который даёт меньшую погрешность. 

Однако существует более простое решение проблемы точности - алгоритм Барейса. 

Алгоритм заключается в том, что обнуление элемента ai,j строки   осуществляется не 

по формуле , как в методе Гаусса, а по формуле 

 

,                      (102) 

где  а операция « » означает присвоение нового значения переменной. 

В алгоритме Барейса деления выполняются точно, если перед этим были точно выпол-

нены умножения. 
Приведение матрицы к треугольному виду по формуле Барейса  не сохраняет ми-

норы неизменными. После приведения главные миноры исходной матрицы равны со-

ответствующим диагональным элементам полученной треугольной матрицы. 

Перейдём к рассмотрению второй проблемы: равенство нулю некоторых проме-

жуточных миноров. Для её решения используется перестановка строк или столбцов. 

Однако при вычислении миноров перестановка строк или столбцов не может быть ис-

пользована непосредственно: она «повредит» значения вычисляемых миноров. Кроме 

того, при перестановке строк точная делимость в формуле Барейса нарушается. 

Построим алгоритм вычисления миноров, использующий перестановку строк и 

при этом выполняющий точные деления. Особенности алгоритма: 

1. Матрица приводится к треугольному виду по строкам.  Вначале в каждой стро-

ке обнуляются элементы слева от диагонали при помощи вычитания строк, находя-
щихся сверху, затем вычисляется значение соответствующего минора. 

2. Если некоторые элементы двух строк были «обнулены» путём вычитания из 

них некоторой третьей строки   по формуле, аналогичной формуле (102), то, если эти 

две строки в свою очередь начнут вычитаться друг из друга, то результат вычитания 

можно точно поделить на число aj,j. Этот факт можно использовать.  

Для того чтобы обеспечить точное деление при наличии перестановок строк, ка-

ждой строке  ставится в соответствие множество di номеров строк, которые были из 

неё вычтены. При вычитании двух строк разность делится на диагональные элементы 

тех строк, номера которых присутствуют во множествах обеих строк. 
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2.8. Решение алгебраических уравнений непрерывными дробями 

Рассмотрим  результаты вычисления корней уравнения 

                 
12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2  1 0x x x x x x x x x x x x               (103) 

при помощи непрерывных дробей класса ( )n

iX . 

Предел отношения определителей, совпадает со значением старшего по модулю 

корня уравнения (103). Результаты вычисления корня x1 уравнения (103) приведены в 

табл.57 

1

1 1 1 ... 1 0

1 1 1 ... 1 1

0 1 1 ... 1 1

. . . ... . .

0 0 0 ... 1 1

0 0 0 ... 1 1

. . . ... . .
1,99975500937 .

1 1 ... 1 1

1 1 ... 1 1

. . ... . .

0 0 ... 1 1

0 0 ... 1 1

. . ... . .

x







 





   

Данные табл. 57 показывают высокую 
скорость сходимости непрерывной дроби ,  которой 

представляется вещественный корень уравнения 

(103). Запишем непрерывную дробь для корня x2 

уравнения (103): 

 

2

1 1 1 1 ... 0 0 ... 1 1 1 1 ... 1 0 ...

1 1 1 1 ... 1 0 ... 1 1 1 1 ..

1 1 1 1 ... 1 1 ...

0 1 1 1 ... 1 1 ...

. . . . ... . . ...

0 0 0 0 ... 1 1 ...

0 0 0 0 ... 1 1 ...

. . . . ... . . ...
:

1 1 1 ... 1 0 ...

1 1 1 ... 1 1 ...

1 1 1 ... 1 1 ...

. . . ... . . ...

0 0 0 ... 1 1 ...

0 0 0 ... 1 1 ...

. . . ... . . ...

x







 



. 1 1 ...

0 1 1 1 ... 1 1 ...

0 0 1 1 ... 1 1 ...

. . . . ... . . ...

0 0 0 0 ... 1 1 ...

0 0 0 0 ... 1 1 ...

. . . . ... . . ...
,

1 1 1 ... 1 1 ...

1 1 1 ... 1 1 ...

0 1 1 ... 1 1 ...

. . . ... . . ...

0 0 0 ... 1 1 ...

0 0 0 ... 1 1 ...

. . . ... . . ...













 

На рис.27 показаны графики распределения подходящих непрерывных дробей, 

которые представляют корни алгебраического уравнения (103). Из графиков 27 а и 

27м видно, что x1 и x12– вещественные корни. Также из графиков можно заключить, 

что уравнение (103) имеет пять пар комплексно-сопряжённых корней. «Периодич-

ность» в расположении подходящих комплексных корней  чётко видна в правой поло-

вине графиков, представленных на рис. 27. 

x1=1,999755500937      Таблица 57 

Номер  
дроби, 

i 

Значения  
Подходящих 

 дробей 

Погрешность 
 модуля, 

r0-ri 
0 1,000000000000 0,999755500937 

1 2,000000000000 -0,000244499063 

12 1,999511718750 0,000243782187 

13 1,999755799756 -0,000000298819 

14 1,999755769935 -0,000000268998 

15 1,999755740107 -0,000000239170 

16 1,999755710272 -0,000000209335 

17 1,999755680430 -0,000000179493 

25 1,999755501135 -0,000000000198 

26 1,999755501098 -0,000000000161 

27 1,999755501066 -0,000000000129 

28 1,999755501036 -0,000000000099 

29 1,999755501011 -0,000000000074 

30 1,999755500989 -0,000000000052 

31 1,999755500970 -0,000000000033 

32 1,999755500956 -0,000000000019 

33 1,999755500945 -0,000000000008 

34 1,999755500938 -0,000000000001 

 

 
 

(104) 
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Рис. 27. Графики подходящих дробей, представляющих корни алгебраического уравнения (103). 
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Рис. 27 (окончание). Графики подходящих дробей, представляющих корни  
алгебраического уравнения (103). 



ГЛАВА II 
 

154 

В табл. 58 и 59 приведены результаты вычисления первой пары комплексно-

сопряженных корней уравнения (103), причём, результаты выводились при использо-

вании 2i  (i=4,5,..12) подходящих дробей. 
  

x2=0,979690425957e
i0,558419353144                                                                              Таблица 58 

Номер 
дроби 

 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0-ri 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0-φi 
128 0,790280743715 1,017939368471 -0,038248942511 0,577027222088 -0,018607868948 

256 1,182647495564 0,991368489586 -0,011678063626 0,567971553191 -0,009552200051 

512 0,040108503235 0,975860536371 0,003829889589 0,558666591978 -0,000247238838 

1024 -0,006146637028 0,975952853508 0,003737572452 0,561829797309 -0,003410444169 

2048 -0,111326789935 0,979290592382 0,000399833578 0,560029975323 -0,001610622183 

4096 -0,395348926941 0,979751443896 -0,000061017936 0,559183158406 -0,000763805266 

 

x3=0,979690425957e
-i0,558419353144                                                                             Таблица 59 

Номер 
дроби 

 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0-ri 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0 - φi 
128 1,376117926277 0,951716703997 0,027973721963 -0,589048622548 0,030629269408 

256 0,814122533036 0,974089957487 0,005600468473 -0,567232006898 0,008812653758 

512 23,929841685726 0,987003145093 -0,007312719133 -0,557632696012 -0,000786657128 

1024 -156,149342521929 0,984958257918 -0,005267831958 -0,561490792253 0,003071439113 

2048 -8,621404886212 0,980744745435 -0,001054319475 -0,559839599942 0,001420246802 

4096 -2,427711991375 0,979943352813 -0,000252926853 -0,559083632378 0,000664279238 

Из табл. 58-59 видно, что точность вычислений комплексных корней при исполь-

зовании /r   – алгоритма, то есть формул (44) и (45) растет не монотонно, а асимпто-

тически. 

В табл. 60 и 61 приведены результаты вычислений первой пары комплексных 

корней уравнения (103), проведённые с использованием r/ - алгоритма, причем счет 

всякий раз заканчивался на подходящих дробях, которые обеспечивали все более вы-
сокую точность в определении модуля и аргумента комплексных корней. 

 

x2=0,979690425957e
i0,558419353144  (565/6144)       (25/6144)                                    Таблица 60 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 

подходящих дробей 

Значение модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0-ri 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 

подходящих дробей 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0 -φi 

12 -0,999755799756 0,999755799756 -0,020065373799 12 -0,999755799756 3,141592653590 -2,583173300446 

127 1,110146137185 0,960042967397 0,019647458560 14 2,000244259893 2,094395102393 -1,535975749249 

132 1,240589962113 0,961219569002 0,018470856955 15 2,000244289728 1,570796326795 -1,012376973651 

138 1,174335401713 0,961624425660 0,018066000297 16 2,000244319570 1,256637061436 -0,698217708292 

143 1,443568371570 0,962505351001 0,017185074956 17 2,000244349420 1,047197551197 -0,488778198053 

149 1,249892505090 0,962936078882 0,016754347075 18 2,000244379277 0,897597901026 -0,339178547882 

154 1,695967138632 0,963340999630 0,016349426327 19 2,000244409141 0,785398163397 -0,226978810253 

155 1,068393584041 0,964033676814 0,015656749143 20 2,000244439012 0,698131700798 -0,139712347654 

161 0,974182904848 0,964082756052 0,015607669905 21 2,000244468891 0,628318530718 -0,069899177574 

 22 2,000244498778 0,571198664289 -0,012779311145 

5927 1,130164135307 0,979302595738 0,000387830219 34 1,004867370112 0,546363939755 0,012055413389 

5944 1,084613122788 0,979302920276 0,000387505681 45 0,813652508241 0,554398703575 0,004020649569 

5955 1,182381511342 0,979304413814 0,000386012143 56 0,741385696304 0,558505360638 -0,000086007494 

5972 1,132847066928 0,979305544204 0,000384881753 433 0,231490439383 0,558339926586 0,000079426558 

5989 1,087106955070 0,979305901469 0,000384524488 478 0,236139434903 0,558355867769 0,000063485375 

6000 1,185319540329 0,979307289114 0,000383136843 523 0,240768586309 0,558369006790 0,000050346354 

6017 1,135542107478 0,979308446052 0,000381979905 568 0,245355923959 0,558380022810 0,000039330334 

6034 1,089610334704 0,979308835663 0,000381590294 613 0,249901346010 0,558389391917 0,000029961227 

6045 1,188273139827 0,979310119100 0,000380306857 658 0,254407316775 0,558397457748 0,000021895396 

6062 1,138249420414 0,979311302321 0,000379123636 703 0,258874851693 0,558404474554 0,000014878590 

6079 1,092123392057 0,979311723906 0,000378702051 748 0,263304485313 0,558410634492 0,000008718652 

6090 1,191242523139 0,979312904778 0,000377521179 793 0,267696782123 0,558416085485 0,000003267659 

6107 1,140969171419 0,979314114020 0,000376311937 838 0,272052341591 0,558420943262 -0,000001590118 

6124 1,094646259083 0,979314567215 0,000375858742 1620 0,269180764209 0,558418582304 0,000000770840 

6135 1,194227906802 0,979315647124 0,000374778833 2447 0,270660529385 0,558419383828 -0,000000030684 
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x3=0,979690425957e
-i0,558419353144  

(8/6144)            (17/6144)                                    Таблица 61 
Номер 

дроби, 

i 

Значения подходящих 

дробей 

Значение модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0 – r1 

Номер 

дроби, 

i 

Значения  подходящих 

дробей 

Значение аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0 - φi 

24 -0,997305902523 0,997305902523 -0,017615476566 24 -0,997305902523 -3,141592653590 2,583173300446 

37 -1,643752277825 0,985509786756 -0,005819360799 26 0,000030136158 -2,094395102393 1,535975749249 

57 15,137414775108 0,982318345192 -0,002627919235  

135 14,780474854166 0,979781613347 -0,000091187390 68 8,238635334263 -0,558505360638 0,000086007494 

574 -11,518046378165 0,979699172260 -0,000008746303 3505 813,931598423530 -0,558485310905 0,000065957761 

3010 -11,540115571461 0,979692624147 -0,000002198190 4332 266,560753821330 -0,558472957217 0,000053604073 

5446 -11,562231012267 0,979691958824 -0,000001532867 5159 159,646915428305 -0,558464581917 0,000045228773 

5609 13,191076575218 0,979691448804 -0,000001022847 5941 728,709489824188 -0,558458173636 0,000038820492 

 

Над табл.60  и 61  в скобках указано число «оптимальных» подходящих дробей, 

обеспечивающих все увеличивающую точность при вычислении модуля и аргумента 

комплексных корней  x2 и x3 и общее число подходящих  (6144), используемых при вы-

числениях. 

Аналогично находятся последующие корни уравнения (103). В табл. 62 приведе-

ны значения неизвестных x2–x11, найденные при помощи r/ – алгоритма, а также ука-
заны погрешности в определении модуля и аргумента комплексных корней. 

                                                                                                         Таблица 62 

Номер 

корня 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0-r1 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0 - φi 

x2 0,979315647124 0,000374778833 0,558419383828 -0,000000030684 

x3 0,979691448804 -0,000001022847 -0,558458173636 0,000038820492 

x4 0,953120840415 0,000315336752 1,088711824782 -0,000109344216 

x5 0,953435300932 0,000000876235 -1,088794276170 0,000191795604 

x6 0,935089296253 -0,000017011979 1,606888550088 -0,000196693814 

x7 0,935072335478 -0,000000051204 -1,606960806791 0,000268950517 

x8 0,923344974546 -0,000000007172 2,119936506081 0,000063576065 

x9 0,923344989077 -0,000000021703 -2,119936506081 -0,000063576065 

x10 0,916811648797 -0,000000192391 2,631213166508 -0,000001616495 

x11 0,916811447209 0,000000009197 -2,631225616003 0,000014065990 

В табл.63 приведены результаты вычисления второго действительного корня 

уравнения (103). 

x
12

= -0,914710602925  Таблица 63 

Номер  
дроби, 

i 

Значения  
подходящих  

дробей 

Погрешность  
модуля, 

r0-ri 
120 -0,166666666667 -0,748043936258 

121 -0,369230769231 -0,545479833694 

122 -0,619047619048 -0,295662983877 

123 -0,933333333333 0,018622730408 

246 -0,900000540829 -0,014710062096 

283 -0,911768355829 -0,002942247096 

517 -0,917558586942 0,002847984017 

677 -0,912638347559 -0,002072255366 

794 -0,915108995829 0,000398392904 

1151 -0,915064419461 0,000353816536 

1428 -0,914696626243 -0,000013976682 

2339 -0,914714604778 0,000004001853 

2973 -0,914712028919 0,000001425994 

3250 -0,914711862234 0,000001259309 

3607 -0,914709718575 -0,000000884350 

3884 -0,914710601151 -0,000000001774 

 

Из рис.27 видно, что на начальном участке графиков, где показаны подходящие 

дроби, представляющие комплексно-сопряженные корни уравнения (103), наблюдает-

ся существенная нерегулярность в расположении подходящих дробей. В дальнейшем 
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при вычислениях будем «отсекать» нерегулярные начальные участки графиков подхо-

дящих дробей с тем, чтобы повысить точность в определении корней. 

В табл. 64 и 65 приведены результаты вычислений первой пары комплексно-

сопряженных корней уравнения (101), причем в расчёт брались подходящие дроби, 

начиная с 1024-й, то есть из области с «регулярным» расположением подходящих. 

 

x2=0,979690425957e
i0,558419353144        

(14/5120)        (22/5120)                                         Таблица 64 
Номер 
дроби, 

i 

Значения подходящих 

дробей 

Значение  
модуля, 

ri 

Погрешность  
модуля, 

r0-ri 

Номер 
дроби, 

i 

Значения  

подходящих дробей 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0 - φi 

1024 -0,006146637028 0,006146637028 0,973543788929 1024 -0,006146637028 3,141592653590 -2,583173300446 

1025 157,811081019651 0,984889554261 -0,005199128304 1025 157,811081019651 1,570796326795 -1,012376973651 

1051 0,620498485453 0,983467065989 -0,003776640032 1026 1,655656584308 1,047197551197 -0,488778198053 

1053 -6,689490925053 0,975970099066 0,003720326891  

1068 0,577946005070 0,979825719604 -0,000135293647 1535 0,558617789363 0,558369006790 0,000050346354 

1070 -920,094413936918 0,979782345538 -0,000091919581 1580 0,561174298401 0,558380022810 0,000039330334 

1115 -116,237855900268 0,979671044660 0,000019381297 1625 0,563720546435 0,558389391917 0,000029961227 

1760 0,571299090862 0,979676553425 0,000013872532 1670 0,566256670943 0,558397457748 0,000021895396 

1805 0,573805652882 0,979685249175 0,000005176782 1715 0,568782807712 0,558404474554 0,000014878590 

1850 0,576302624659 0,979692934241 -0,000002508284 1760 0,571299090862 0,558410634492 0,000008718652 

2632 0,574655120236 0,979689206548 0,000001219409 1805 0,573805652882 0,558416085485 0,000003267659 

2724 -161,702148822137 0,979690530859 -0,000000104902 1850 0,576302624659 0,558420943262 -0,000001590118 

3459 0,575503485558 0,979690474425 -0,000000048468 2632 0,574655120236 0,558418582304 0,000000770840 

5160 -157,985176930583 0,979690440552 -0,000000014595 3459 0,575503485558 0,558419383828 -0,000000030684 

 

x3=0,979690425957e
-i0,558419353144         (14/5120)      (22/5120)                                  Таблица65 

Номер 

дроби, 

i 

Значения подходящих  

дробей 

Значение  

модуля, 

ri 

Погрешность  

модуля, 

r0-ri 

Номер 

дроби, 

i 

Значения 

подходящих дробей 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0 - φi 

1024 -156,149342521929 156,149342521929 -155,169652095972 1024 -156,149342521929 -3,141592653590 2,583173300446 

1025 0,006081913415 0,974518743303 0,005171682654 1025 0,006081913415 -1,570796326795 1,012376973651 

1051 1,546810110283 0,975928288709 0,003762137248 1026 0,579705562016 -1,047197551197 0,488778198053 

1053 -0,143477783506 0,983424934463 -0,003734508506  

1068 1,660697231732 0,979555150992 0,000135274965 1535 1,718157475448 -0,558369006790 -0,000050346354 

1070 -0,001043146569 0,979598515000 0,000091910957 1580 1,710330165595 -0,558380022810 -0,000039330334 

1115 -0,008257149302 0,979709807638 -0,000019381681 1625 1,702604839903 -0,558389391917 -0,000029961227 

1760 1,680019005920 0,979704298685 -0,000013872728 1670 1,694979291129 -0,558397457748 -0,000021895396 

1805 1,672680159026 0,979695602767 -0,000005176810 1715 1,687451374583 -0,558404474554 -0,000014878590 

1850 1,665432863993 0,979687917680 0,000002508277 1760 1,680019005920 -0,558410634492 -0,000008718652 

2632 1,670207567834 0,979691645368 -0,000001219411 1805 1,672680159026 -0,558416085485 -0,000003267659 

2724 -0,005935563242 0,979690321055 0,000000104902 1850 1,665432863993 -0,558420943262 0,000001590118 

3459 1,667745469486 0,979690377489 0,000000048468 2632 1,670207567834 -0,558418582304 -0,000000770840 

5160 -0,006075211291 0,979690411362 0,000000014595 3459 1,667745469486 -0,558419383828 0,000000030684 

 
Аналогично находились последующие корни уравнения (103) при использовании 

r/φ-алгоритма с учетом «регулярных» подходящих, начиная с 1024-й подходящей дро-

би. Результаты вычислений приведены в табл.61. 

 
                                                                                                        Таблица 66 

Номер 
корня, 

 

Значение 
модуля, ri 

Погрешность 

модуля, r0ri 

Значение 
аргумента, φi 

Погрешность 

аргумента, φ0  φi 

x2 0,979690440552 -0,000000014595 0,558419383828 -0,000000030684 

x3 0,979690411362 0,000000014595 -0,558419383828 0,000000030684 

x4 0,953436160771 0,000000016396 1,088602396713 0,000000083853 

x5 0,953436193585 -0,000000016418 -1,088602396713 -0,000000083853 

x6 0,935072298719 -0,000000014445 1,606692038102 -0,000000181828 

x7 0,935072283703 0,000000000571 -1,606692038102 0,000000181828 

x8 0,923344958137 0,000000009237 2,120000559758 -0,000000477612 

x9 0,923344952266 0,000000015108 -2,120000559758 0,000000477612 

x10 0,916811445295 0,000000011111 2,631211442684 0,000000107329 

x11 0,916811625743 -0,000000169337 -2,631211442684 -0,000000107329 
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На рис. 28 показаны значения модулей двух первых пар комплексно-

сопряженных корней уравнения (103), определенных с использованием произведений 

значений соответствующих подходящих дробей. 

 

Рис. 28. Модули 1,2r и 3,4r комплексно-сопряженных корней уравнения (103). 

Как видно из таблиц 67 и 68, точность определения модулей сопряженных ком-

плексных корней с использованием произведения подходящих дробей значительно 

выше, чем при использовании формулы (44) r/ – алгоритма. 
В табл. 67 и 68 приведены подходящие дроби, обеспечивающие минимальную 

погрешность при нахождении модуля корней с использованием комплексной сопря-

женности. 

 

 r2,3=0,979690425957  Таблица 67             r4,5=0,953436177167    Таблица 68 
 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
модуля, 

r(i)
2,3 

Погрешность 
модуля, 

r2,3r(i)
2,3 

24 1,410150479776 -0,430460053819 

46 1,408037399919 -0,428346973962 

47 1,398184366567 -0,418493940610 

56 1,330015897684 -0,350325471727 

57 1,251151740074 -0,271461314117 

58 1,239820769776 -0,260130343819 

67 1,235738248407 -0,256047822450 

68 1,172952762073 -0,193262336116 

69 1,159852379077 -0,180161953120 

 

456 0,979690414005 0,000000011952 

498 0,979690429853 -0,000000003896 

628 0,979690428079 -0,000000002122 

663 0,979690426497 -0,000000000540 

729 0,979690426354 -0,000000000397 

758 0,979690426098 -0,000000000141 

788 0,979690425996 -0,000000000039 

824 0,979690425939 0,000000000018 

859 0,979690425965 -0,000000000008 

894 0,979690425955 0,000000000002 

901 0,979690425958 -0,000000000001 

925 0,979690425956 0,000000000001 

989 0,979690425957 0,000000000000 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
модуля, 

r(i)
4,5 

Погрешность 
модуля, 

r4,5 r(i)
4,5 

48 1,338419611903 -0,384983434736 

73 1,334531469540 -0,381095292373 

93 1,228152622064 -0,274716444897 

104 1,148203895627 -0,194767718460 

115 1,103949113924 -0,150512936757 

116 1,044717888692 -0,091281711525 

127 0,975825579082 -0,022389401915 

138 0,944464096638 0,008972080529 

151 0,946598024485 0,006838152682 

195 0,950697520285 0,002738656882 

200 0,955253207116 -0,001817029949 

279 0,952622235921 0,000813941246 

357 0,953009494998 0,000426682169 

364 0,953231581825 0,000204595342 

369 0,953315432941 0,000120744226 

370 0,953429033967 0,000007143200 

546 0,953437571608 -0,000001394441 

667 0,953436470072 -0,000000292905 

715 0,953436211478 -0,000000034311 

788 0,953436187439 -0,000000010272 

885 0,953436176468 0,000000000699 

1025 0,953436177169 -0,000000000002 

1267 0,953436177167 0,000000000000 
 

На рис. 28 показано расположение корней уравнения (103) на комплексной плос-

кости. 
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Рис 29. Расположение корней уравнения (103) на комплексной плоскости. 

 

Определим корни уравнения 

 

11 10 9 8 7 6 5 4 3 21 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0

11 10 9 8 7 6 5 4 3 2
x x x x x x x x x x x             
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Непрерывная дробь для корня  x1 уравнения (105) имеет вид: 
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На рис. 30 показаны графики распределения подходящих непрерывных дробей, 

которые представляют корни алгебраического уравнения (105). Из графиков 30 видно, 

что x
11

– вещественный корень. Из графиков можно также заключить, что уравнение 

(105) имеет пять пар комплексно-сопряжённых корней. «Периодичность» в располо-

жении подходящих для xi чётко видна в правой половине графиков, представленных 

на рис.30    

(105) 

(106) 
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Рис. 30. Распределение подходящих дробей, представляющих корни  
алгебраического уравнения (105). 
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Рис. 30 (окончание). Распределение подходящих дробей, представляющих корни  
алгебраического уравнения (105). 

 
В табл. 69-72 приведены значения двух первых пар  комплексно-сопряженных 

корней уравнения (105), найденные при помощи r/  алгоритма с учетом 2i          
(i=7,.., 12) подходящих дробей Никипорца. 
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x1= 1,05384442942e

i0,36405832698                                                                                   Таблица 69 
Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0-ri 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0 - φi 
128 1,054507178103 1,077859599257 -0,024015169837 0,375625208581 -0,011566881601 

256 1,317820976181 1,063574828884 -0,009730399464 0,371279131788 -0,007220804808 

512 -0,828959226612 1,054403516729 -0,000559087309 0,369599135716 -0,005540808736 

1024 1,321201095664 1,056001428919 -0,002156999499 0,365671209679 -0,001612882699 

2048 -0,742566917574 1,053943484768 -0,000099055348 0,365374095895 -0,001315768915 

4096 1,334850046687 1,054366893784 -0,000522464364 0,364455699468 -0,000397372488 

 

 

x2=1,05384442942e
-i0,36405832698                                                                   Таблица 70 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0-ri 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0 - φi 
128 1,023043196091 1,005678934118 0,048165495302 -0,409772954816 0,045714627836 

256 0,842660203320 1,046824895817 0,007019533603 -0,374494488507 0,010436161527 

512 -1,339737888816 1,055816098955 -0,001971669535 -0,370507241701 0,006448914721 

1024 0,840589736917 1,052690368887 0,001154060533 -0,365778470004 0,001720143024 

2048 -1,495606732720 1,054291505561 -0,000447076141 -0,365414276743 0,001355949763 

4096 0,831994638031 1,053580642608 0,000263786812 -0,364459383265 0,000401056285 

 

 

x3= 1,01441487764e
i
 
0,91500055248                                                                 Таблица71 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0-ri 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0 - φi 
128 -5,012833731894 0,777428100521 0,236986777119 1,256637061436 -0,341636508956 

256 2,159256299255 1,010309232705 0,004105644935 0,921218898421 -0,006218345941 

512 -0,066070648988 1,005253124273 0,009161753367 0,920672397196 -0,005671844716 

1024 -0,916542125543 1,012846028725 0,001568848915 0,917024270693 -0,002023718213 

2048 3,378075892857 1,014100825491 0,000314052149 0,915549859046 -0,000549306566 

4096 0,417890734044 1,014046722119 0,000368155521 0,914881122629 0,000119429851 

 

 

x4= 1,01441487764e
-i 0,91500055248                                                                 Таблица 72 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0-ri 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0 - φi 
128 -0,167415475948 0,786731821235 0,227683056405 -1,256637061436 0,341636508956 

256 0,495765134474 1,005300288251 0,009114589389 -0,921218898421 0,006218345941 

512 -15,574205042753 1,019096746536 -0,004681868896 -0,920672397196 0,005671844716 

1024 -1,122738953389 1,014028595921 0,000386281719 -0,917024270693 0,002023718213 

2048 0,304622387602 1,013813451230 0,000601426410 -0,915549859046 0,000549306566 

4096 2,462455996627 1,014339424674 0,000075452966 -0,914881122629 -0,000119429851 

 
В табл. 73 и 74 приведены результаты вычислений первой пары комплексных 

корней уравнения (105), с использованием r/φ-алгоритма, описываемых формулами 

(44) и (45), причем, счет всякий раз заканчивался на подходящих дробях, которые 

обеспечивали все более высокую точность в определении модуля и аргумента ком-

плексных корней. 
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x1= 1,05384442942e 
i 0,364058326978      

(16/5000)      (17/5000)                                   Таблица 73
 

Номер 

дроби, 

i 

Значения 

подходящих  

дробей 

Значение 

модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0-ri 

Номер 

дроби, 

i 

Значения 

подходящих  

дробей 

Значение  

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0 - φi 
37 -1,512566557147 1,512566557147 -0,458722127727 38 2,443121823330 1,570796326795 -1,206737999817 

42 1,157217762312 1,473986704599 -0,420142275179 39 1,517754087320 1,047197551197 -0,683139224219 

43 1,098022622149 1,413268467784 -0,359424038364 40 1,303962654819 0,785398163397 -0,421339836419 

44 0,941853085531 1,343366398808 -0,289521969388 41 1,211769799383 0,628318530718 -0,264260203740 

45 0,197740480972 1,085773026566 -0,031928597147 42 1,157217762312 0,523598775598 -0,159540448620 

55 -0,821735291236 1,071984213866 -0,018139784447 43 1,098022622149 0,448798950513 -0,084740623535 

71 0,252873581943 1,050265598028 0,003578831391 44 0,941853085531 0,392699081699 -0,028640754721 

97 0,303193512892 1,054887814449 -0,001043385030 45 0,197740480972 0,349065850399 0,014992476579 

184 -0,590076546431 1,054189014877 -0,000344585458 53 0,756479854786 0,369599135716 -0,005540808738 

253 -0,501653892162 1,053549828706 0,000294600714 62 0,517933974682 0,362491460030 0,001566866948 

330 0,279877806916 1,053872923878 -0,000028494458 79 0,565216517757 0,365301471348 -0,001243144370 

563 0,275457981572 1,053818726869 0,000025702551 105 0,537940182064 0,364242626503 -0,000184299525 

952 -0,551442874967 1,053847734711 -0,000003305292 200 0,533239574410 0,363965002550 0,000093324428 

2186 -0,552950613413 1,053846722192 -0,000002292772 269 0,544334760420 0,364047217369 0,000011109609 

2798 0,279109571679 1,053846086947 -0,000001657527 804 0,550961809740 0,364064773658 -0,000006446680 

4032 0,278724644036 1,053845098997 -0,000000669577 1037 0,548685442896 0,364060687129 -0,000002360151 

    1270 0,546395338774 0,364058143811 0,000000183166 

 
x2= 1,05384442942e -i 0,364058326978    (15/5000)       (17/5000)                                   Таблица 74 
Номер 

дроби, 

i 

Значения 

подходящих  

дробей 

Значение 

модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0-ri 

Номер 

дроби, 

i 

Значения 

подходящих  

дробей 

Значение  

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0 - φi 
107 0,056861434372 0,988411908008 0,065432521412 107 0,056861434372 -1,570796326795 1,206737999817 

113 1,518213843215 0,998947225650 0,054897203770 108 0,569282021523 -1,047197551197 0,683139224219 

116 0,317903741539 1,019693744328 0,034150685091 109 0,791603479151 -0,785398163397 0,421339836419 

122 1,785798735995 1,038093195733 0,015751233687 110 0,971994538317 -0,628318530718 0,264260203740 

124 -0,375723531466 1,068713679158 -0,014869249738 111 1,154579064802 -0,523598775598 0,159540448620 

131 2,131669925987 1,056497716582 -0,002653287163 112 1,321931068324 -0,448798950513 0,084740623535 

150 -0,145706522089 1,055764140372 -0,001919710952 113 1,518213843215 -0,392699081699 0,028640754721 

174 1,953079097974 1,052969004929 0,000875424491 114 2,664071978957 -0,349065850399 -0,014992476579 

176 -0,014292762259 1,053348497092 0,000495932328 122 1,785798735995 -0,369599135716 0,005540808738 

245 -0,056530473930 1,053887305829 -0,000042876409 131 2,131669925987 -0,362491460030 -0,001566866948 

478 -0,048220878981 1,053841096371 0,000003333048 148 1,841673372725 -0,365301471348 0,001243144370 

1712 -0,047493732156 1,053843247851 0,000001181569 174 1,953079097974 -0,364242626503 0,000184299525 

2946 -0,046767515996 1,053843530504 0,000000898915 269 2,040448698103 -0,363965002550 -0,000093324428 

3272 2,017177930265 1,053843868125 0,000000561294 338 1,999354377761 -0,364047217369 -0,000011109609 

4506 2,017905217366 1,053844174470 0,000000254950 873 1,976309707226 -0,364064773658 0,000006446680 

    1106 1,984116474865 -0,364060687129 0,000002360151 

    1339 1,992031626186 -0,364058143811 -0,000000183166 

 
Над табл. 73–74 в скобках указано число «оптимальных» подходящих дробей, 

обеспечивающих все увеличивающую точность при вычислении модуля и аргумента 

комплексных корней и общее число используемых при вычислениях подходящих дро-

бей (5000). 

Аналогично находятся последующие корни уравнения (105). В табл. 75 приведе-

ны значения неизвестных x1–x10, найденные при помощи r/φ–алгоритма, а также указа-

ны погрешности в определении модуля и аргумента комплексных корней. 

 

                                                                                                Таблица 75 
Номер 

 корня 

 

Значение модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0-ri 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0 - φi 

x1 1,053845098997 -0,000000669577 0,364058143811 0,000000183166 

x2 1,053844174470 0,000000254950 -0,364058143811 -0,000000183166 

x3 1,014305299590 0,000109578052 0,915000703932 -0,000000151450 

x4 1,014414675589 0,000000202054 -0,915000703932 0,000000151450 

x5 0,993174463244 0,000063833526 1,471968731810 0,000000127004 

x6 0,993238217700 0,000000079070 -1,471968731810 -0,000000127004 

x7 0,980801710331 -0,000023017550 2,028792833816 0,000037907135 

x8 0,980731529580 0,000047163202 -2,028792833816 -0,000037907135 

x9 0,974047985695 -0,000011988083 2,585287708054 0,000028753367 

x10 0,974030305294 0,000005692319 -2,585287708054 -0,000028753367 
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В табл. 76 приведены результаты вычисления действительного корня уравнения (105). 

x11= -0,971889295773    Таблица 76 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0-ri 
0 -2,000000000000 1,028110704227 

10 0,007355211596 -0,979244507369 

11 -0,933462716354 -0,038426579420 

124 -0,986476398452 0,014587102679 

203 -0,960721460024 -0,011167835749 

316 -0,973105904889 0,001216609116 

813 -0,972233284458 0,000343988684 

1406 -0,971584267151 -0,000305028622 

1502 -0,971941066096 0,000051770323 

2191 -0,971901007219 0,000011711446 

2880 -0,971891872859 0,000002577086 

3569 -0,971889857843 0,000000562070 

4258 -0,971889418116 0,000000122343 

4947 -0,971889322391 0,000000026617 

На рис. 31 показано распределение корней уравнения (105) на комплексной 

плоскости. 

.  
Рис 32. Расположение корней уравнения (105) на комплексной плоскости. 

 

Как показывает практика решения алгебраических уравнений непрерывными 

дробями, скорость сходимости приближений корней к истинным значениям во многом 

зависит от характера коэффициентов уравнения. Чтобы “набрать статистику ”, позво-

ляющих судить об эффективности r/ - алгоритма при решении алгебраических урав-
нений, была решена целая серия “модельных” уравнений. Результаты такого тестиро-

вания приведены ниже. 
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В табл. 77 приведены результаты решения алгебраического уравнения 

 

x16 + 1/16x15 + 1/15x14 + ... + 1/2x + 1 = 0                    (107) 

 
    Таблица77 

Номер 

корня, 

i 

Значение  

модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0ri 

Значение  

аргумента, 

φi 

Погрешность  

аргумента, 

φ0  φi 

x1 1,045155288086 0,000542444357 0,249811049496 0,000000079055 

x2 1,045685554606 0,000012177837 -0,254121986397 0,004310857846 

x3 1,019388921767 0,001074254918 0,634610924406 -0,002827160185 

x4 1,020464343430 -0,000001166745 -0,643819305413 0,012035541192 

x5 1,005364285432 0,000330348569 1,030319641947 -0,011985988642 

x6 1,005695505871 -0,000000871870 -1,041060129651 0,022726476346 

… … … … … 

x11 0,984205828215 -0,000001594247 2,174948760178 0,002227314457 

x12 0,983999636637 0,000204597331 -2,177068593277 -0,000107481358 

x13 0,981249542175 -0,000025391036 2,551154200267 0,011856578319 

x14 0,981701877371 -0,000477726232 -2,540418955661 -0,022591822925 

x15 0,979832640120 -0,000052553223 2,892381618096 0,056361528904 

x16 0,980196524203 -0,000416437306 -2,863243097023 -0,085500049977 

 

В табл. 78 приведены результаты решения алгебраического уравнения 

 
x16 - 1/16x15 - 1/15x14 - ... - 1/2x -1 = 0                (108) 

    Таблица78 
Номер 

корня, 

i 

Значение  

модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0ri 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0  φi 

x1 1,115632690564 0,000000000000 - - 

x2 1,026438720712 0,000956929676 0,422667197943 0,000000145361 

x3 1,027382680905 0,000012969483 -0,430039571256 0,007372227952 

x4 1,008108285548 0,000256128430 0,823948842480 -0,007401451919 

x5 1,008362230399 0,000002183579 -0,834689330185 0,018141939624 

x6 0,996409518709 0,000075220559 1,221431545523 -0,015110029025 

…     

x11 0,982891413767 -0,000283252473 -1,999195325012 0,017406754713 

x12 0,978817842728 -0,000002481812 2,368613815989 0,000000106143 

x13 0,979133643025 -0,000318282109 -2,367916850840 -0,000697071292 

x14 0,976606845633 0,000028414030 2,721741399861 0,033424229216 

x15 0,977513106520 -0,000877846857 -2,710995663933 -0,044169965144 

x16 -0,975840713177 -0,000082479494 - - 

 

В табл. 79 приведены результаты решения алгебраического уравнения 

 

 

x16 + x15 + 1/2x14 + ... + 1/15x + 1/16 = 0                (109) 
    Таблица79 

Номер 

корня, 

i 

Значение  

модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0ri 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0  φi 

x1 0,877920945281 0,000186554663 2,969853286661 0,002644252507 

x2 0,878153015482 -0,000045515538 -2,937623006078 -0,034874533090 

x3 0,859110103479 -0,000131475995 2,492401792589 0,126985274441 

x4 0,858979255344 -0,000000627860 -2,495471252925 -0,123915814105 

x5 0,847795420665 0,000000228329 0,480722806440 -0,167301965332 

x6 0,847795589467 0,000000059527 -0,391643180966 0,078222339858 

…     

x11 0,828106081912 0,000001719738 1,104735878185 -0,395869369080 

x12 0,828693450176 -0,000585648526 -0,991193579594 0,282327070489 

x13 0,823143683757 0,000002826534 1,484725295190 -0,000119753146 

x14 0,822917910406 0,000228599885 -1,485888417238 0,001282875194 

x15 0,822283405768 0,000001185731 1,099557428756 -0,001352486614 

x16 0,822707351828 -0,000422760329 -1,095707437759 -0,002497504383 
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x16 + 1/16x15 + 1/15x14 + ... + 1/2x + 1 = 0 

 

 

 

 

 

 
Рис. 32. Графики подходящих дробей, представляющих корни алгебраического уравнения (107). 
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Рис. 32 (окончание) . Графики подходящих дробей, представляющих корни  

алгебраического уравнения (107). 
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x16 - 1/16x15 - 1/15x14 - ... - 1/2x -1 = 0 

 

 

 

 

 

 
Рис. 33. Графики подходящих дробей, представляющих корни алгебраического уравнения (108). 
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Рис. 33(окончание). Графики подходящих дробей, представляющих корни  

алгебраического уравнения (108). 
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x16 + x15 + 1/2x14 + ... + 1/15x + 1/16 = 0 

 

 

 

 

 

 
Рис 34. Графики подходящих дробей, представляющих корни алгебраического уравнения (109). 
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Рис 34.(окончание). Графики подходящих дробей, представляющих корни 

 алгебраического уравнения (109) 
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В табл. 80 приведены результаты решения алгебраического уравнения 

 

x16 - x15 - 1/2x14 - ... - 1/15x - 1/16 = 0                    (110) 
    Таблица 80 

Номер 

корня, 

i 

Значение  

модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0ri 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0  φi 

x1 1,581921136554 0,000000000000 - - 

x2 0,862546969976 0,000679209230 0,372679128514 0,000000430976 

x3 0,863220811773 0,000005367433 -0,380168183166 0,007488623676 

x4 0,830488633279 0,000848936192 0,785398163397 0,000525444723 

x5 0,831353128033 -0,000015558562 -0,799594417450 0,013670809330 

x6 0,811288140037 0,000514576585 1,193467072169 -0,007444229346 

…     

x11 0,790074973856 -0,000158059653 -1,990621071203 0,018182348663 

x12 0,784159474720 -0,000000635778 2,362685384105 0,000117259945 

x13 0,784880890588 -0,000722051646 -2,363144916417 0,000342272367 

x14 0,780888775435 0,000006700068 2,728184831255 0,024188352718 

x15 0,781546214734 -0,000650739231 -2,722048908103 -0,030324275870 

x16 -0,779862636414 0,000025656423 - - 

 

В табл. 81 приведены результаты решения алгебраического уравнения 

 

 
                             x17 + x16 + 2x15 + ... + 16x + 17 = 0               (111) 

    Таблица 81 
Номер 

корня, 

i 

Значение  

модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0ri 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0  φi 

x1 1,246615324283 0,000000111823 1,063320284788 -0,000002553397 

x2 1,247193430200 -0,000577994094 -1,065883604155 0,002565872764 

x3 1,217828195620 0,000671354573 1,368957858124 0,001808388715 

x4 1,218498994891 0,000000555302 -1,371299382701 0,000533135862 

x5 1,202340864607 0,001012874893 0,785784868549 -0,023201749979 

x6 1,203347525982 0,000006213518 -0,798159433408 0,035576314838 

…     

x12 1,157939629512 -0,000009394254 -2,423514332769 -0,002192913301 

x13 1,152338319673 0,000000225680 2,779668753325 0,003829187457 

x14 1,152339103378 -0,000000558025 -2,759475574340 -0,024022366442 

x15 -1,150578796294 -0,000000303825 - - 

x16 1,136392294382 0,000005785924 0,497136227077 -0,078792593669 

x17 1,137230648328 -0,000832568022 -0,418879020479 0,000535387071 

 

В табл. 82 приведены результаты решения с использованием r/φ ‒ алгоритма ал-

гебраического уравнения 

 

x17 - x16 - 2x15 - ... - 16x - 17 = 0                        (112) 
    Таблица 82 

Номер 

корня, 

i 

Значение  

модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0ri 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0  φi 

x1 2,618032932274 0,000000000000   

x2 1,131769401616 0,000566353852 1,154839002861 0,010153146498 

x3 1,132341233241 -0,000005477773 -1,165093964245 0,000101814886 

x4 1,130394014756 0,001299987477 0,898587898711 -0,096377493006 

x5 1,131611200599 0,000082801634 -0,933819863567 0,131609457862 

x6 1,128902607507 0,000032183278 1,525113212145 0,000258560229 

… … … … … 

x12 1,119046349464 0,000000010165 2,617993877991 -0,014896933481 

x13 1,119045808739 0,000000550890 -2,603033912974 -0,000063031536 

x14 1,117812588380 -0,000002396076 2,879793265791 0,082304758322 

x15 1,117810406959 -0,000000214655 -2,792526803191 -0,169571220922 

x16 1,116205474853 -0,000002052809 0,845813406736 -0,413244478608 

x17 1,117011713467 -0,000808291423 -0,433323124633 0,000754196505 
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x16 - x15 - 1/2x14 - ... - 1/15x - 1/16 = 0 

 

 

 

 

 

 
Рис. 35. Графики подходящих дробей, представляющих корни алгебраического уравнения (110). 
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Рис 35 (окончание). Графики подходящих дробей, представляющих корни 

 алгебраического уравнения (110). 
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x17 + x16 + 2x15 + ... + 16x + 17 = 0 

 

 

 

 

 

 
Рис. 36. Графики подходящих дробей, представляющих корни алгебраического уравнения (111). 
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Рис 36 (окончание). Графики подходящих дробей, представляющих корни 

алгебраического уравнения (111). 
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x17 - x16 - 2x15 - ... - 16x - 17 = 0 

 

 

 

 

 

 
Рис. 37. Графики подходящих дробей, представляющих корни алгебраического уравнения (112). 
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Рис. 37 (окончание). Графики подходящих дробей, представляющих корни 

 алгебраического уравнения (112).
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        В табл. 83 приведены результаты решения с использованием r/φ ‒ алгоритма ал-

гебраического уравнения 

 

x16 + 16x15 + 15x14 + ... + 2x + 1 = 0                      (113) 

 
    Таблица 83 

Номер 

корня, 

i 

Значение  

модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0ri 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0  φi 

x1 -15,062257748299 0,000000000000 - - 

x2 0,881511532911 0,000603284576 0,451296061517 -0,000016753368 

x3 0,882165276045 -0,000050458558 -0,453092097206 0,001812789057 

x4 0,852904572698 0,000733303257 0,847768017550 -0,007930692197 

x5 0,853635773565 0,000002102390 -0,852651746287 0,012814420934 

x6 0,837586714857 0,000086758688 1,243321291687 -0,018940756023 

…     

x11 0,814730994998 0,006457204899 -1,999195325012 0,008100882142 

x12 0,817194260441 0,000000883184 2,375350542958 -0,000916179252 

x13 0,817211291473 -0,000016147848 -2,379994434538 0,005560070832 

x14 0,815024524357 0,000000635940 2,748893571891 0,009058075473 

x15 0,815025149779 0,000000010518 -2,750772514866 -0,007179132498 

x16 -0,814330297471 -0,000007999651 - - 

 

В табл. 84 приведены результаты решения с использованием r/φ ‒ алгоритма ал-

гебраического уравнения 
 

x16 - 16x15 - 15x14 - ... - 2x - 1 = 0            (114) 

 
    Таблица 84 

Номер 

корня, 

i 

Значение  

модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0ri 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0  φi 

x1 16,937253933194 0,000000000000 - - 

x2 0,880151570504 0,000619951077 0,454118391823 -0,000004775800 

x3 0,880774883201 -0,000003361620 -0,454365794354 0,000252178331 

x4 0,850207452222 0,000723642545 0,844732418286 -0,000219910001 

x5 0,850986925499 -0,000055830732 -0,844969281579 0,000456773294 

x6 0,832907165921 0,000360568414 1,230534807934 -0,000365031537 

…     

x11 0,813178664477 -0,000013345366 -2,000116156192 0,003508116326 

x12 0,807702898385 -0,000000114697 2,378634437718 -0,000021551456 

x13 0,807784759660 -0,000081975972 -2,381974284581 0,003361398319 

x14 0,804559759161 -0,000000122314 2,760202241099 0,000000265278 

x15 0,804559569703 0,000000067144 -2,760203027057 0,000000520680 

x16 -0,803525240078 -0,000006755712 - - 

 

 В предисловии уже отмечалось, что периодические непрерывные дроби всегда 

являются сходящимися и своими значениями они имеют некоторый корень алгебраи-

ческого уравнения n-й степени. Классические цепные дроби – это корни квадратного 

уравнения. Периодические непрерывные дроби Хессенберга представляют старший по 

модулю корень алгебраического уравнения степени n (n ≥3). Непрерывные дроби Ни-

кипорца, частным случаем которых являются непрерывные дроби Хессенберга, пред-

ставляют все корни произвольного алгебраического уравнения n-й степени. Важно 
подчеркнуть, что графики распределения подходящих дробей, представляющие корни 

алгебраического уравнения произвольной степени n, имеют характерную периодиче-

скую структуру, точнее – квадропериодическую, то есть периодичность графиков под-

ходящих дробей наблюдается как для цепных дробей, связанных с квадратичной ирра-

циональностью, так и для непрерывных дробей, которые отображают иррациональ-

ность высших порядков. 
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x16 + 16x15 + 15x14 + ... + 2x + 1 = 0 

 

 

 

 

 

 
Рис. 38. Графики подходящих дробей, представляющих корни алгебраического уравнения (113). 
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Рис 38 (окончание). Графики подходящих дробей, представляющих корни 

 алгебраического уравнения (113).
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x16 - 16x15 - 15x14 - ... - 2x - 1 = 0 

 

 

 

 

 

 
Рис. 39. Графики подходящих дробей, представляющих корни алгебраического уравнения (114). 
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Рис. 39 (окончание). Графики подходящих дробей, представляющих корни 
 алгебраического уравнения (114). 



ГЛАВА III 

РЕШЕНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ АЛГОРИТМОМ              

РУТИСХАУЗЕРА  НИКИПОРЦА 

В 1826 г. в первом номере журнала А. Крелле была опубликована статья Нильса 

Абеля “Доказательство невозможности решения в радикалах общего уравнения выше 
четвёртой степени”. Но доказательство Абеля не утверждало, что корни произвольно-

го алгебраического уравнения n-й степени не могут быть вообще аналитически, то 

есть в виде формул, выражены через коэффициенты исходного уравнения. Через ради-

калы нельзя, но как-то иначе, можно?  

Не единожды предпринимались попытки представить корни при помощи высших 

трансцендентных функций, в частности, гипергеометрических и автоморфных функ-

ций. Ф. Клейн, как известно, использовал при решении этой проблемы эллиптические 

модуль-функции. Аналитическую запись корней алгебраических уравнений дает, так 

называемая, интегральная формула Меллина, опубликованная в 1921 г [1144]. Недавно 

появилась работа “О решении общих алгебраических уравнений с помощью интегра-

лов от элементарных функций [328] ”, в которой подход Меллина получал дальнейшее 
развитие. 

В монографии [236] предложен итерационный метод “общего” решения алгеб-

раического уравнения произвольной степени. Основу решения, как объясняет автор, 

составляет последовательность нелинейных отображений уравнения на плоскости все 

более высоких порядков, расчленение образов на элементарные уравнения первого и 

второго порядков; решение уравнений – образов в своем пространстве.  

В 1977 г. было показано [499], что корни алгебраического уравнения n-й степени 

могут быть аналитически выражены через математическую конструкцию, включаю-

щую два отношения определителей Теплица бесконечного порядка. Диагональными 

элементами определителей Теплица были коэффициенты исходного алгебраического 

уравнения. Эти конструкции, позднее названные функциями Никипорца или непре-

рывными дробями Никипорца [520], были получены не без влияния формул Эйткена, 
приведённых в книге Рутисхаузера [398].  

Однако ни формулы Эйткена, ни функции Никипорца не отвечали на вопрос: как 

представить комплексные корни алгебраических уравнений и поэтому, естественно, не 

решали проблему в целом. И только с появлением метода суммирования расходящих-

ся непрерывных дробей [536] всё стало на свои места. Оказалось, что функций Ники-

порца вполне достаточно для аналитической записи корней через коэффициенты, если 

при определении комплексных корней дополнительно использовать r/φ-алгоритм.  

Функции Никипорца, или непрерывные дроби Никипорца, выражаются через от-

ношения определителей Теплица бесконечно высокого порядка. Определители Тепли-

ца можно вычислять по “общей” схеме, то есть по стандартным программам нахожде-

ния значений определителей, имеющихся в разнообразных пакетах прикладных про-
грамм. Но так как число операций при вычислении определителей общего вида чрез-

вычайно быстро растёт с увеличением размерности определителей,  то при нахожде-

нии “подходящих дробей” использовался рекуррентный алгоритм частных и разностей 

Рутисхаузера (QD-алгоритм), предложенный в 50-х годах минувшего столетия. 
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Следует отметить, что алгоритм Рутисхаузера эквивалентен не непрерывной дро-

би Никипорца, а формулам Эйткена, которые, будучи записаны в развёрнутом виде 

через отношения определителей Теплица, весьма незначительно отличаются от конст-

рукции, которая была названа непрерывной дробью Никипорца. 

При вычислениях использовались две основные схемы QD-алгоритма, так назы-

ваемые упрощённая и прогрессивная формы. Практика показала, что численно более 

устойчив “прогрессивный” QD-алгоритм. 

 

3.1. О связи формул Эйткена с функциями Никипорца 

 
1. Имеется алгебраическое равнение степени n: 
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Запишем следующую производящую функцию 
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Коэффициенты i  в (1) и (2) совпадают. Коэффициенты mc  последовательности (2) 

могут быть найдены из линейного рекуррентного уравнения 

  nmnmmm cccc    ...2211 , 10 c , 11 c . (3) 

Способ нахождения старшего по модулю корня полинома (1) принадлежит 

Д. Бернулли: 
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Формуле (4) соответствует функция Никипорца: 
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Для определения последующих корней алгебраического уравнения 
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можно применять формулы Эйткена (6)-(8), имеющиеся в работе Рутисхаузера [67]. 

Относительно этих формул Рутисхаузер сообщает, что они “приведены у Айткена” и 

делает ссылку на публикацию Айткена 1926 г. [577]. Из слов “приведены у Айткена” 

нельзя утверждать, что формулы принадлежат именно Айткену. Мы, однако, будем 

называть эти формулы формулами Эйткена. (Alexander Craig Aitken, 1895-1967). 
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Несложно однако установить, что формулы Эйткена для 2x , 3x , …, nx  не совпа-

дают с формулами Никипорца, которые были рассмотрены в предыдущей. Найдём 

первые приближения для корня 2x  по формуле Эйткена (6). 

Значения mc  записываются через коэффициенты i  исходного уравнения (1) с 

использованием определителей Хессенберга: 
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Найдём значение  0
2x . Для этого в формуле (6) положим 0m : 
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Подставляем в (10) значения ic  из (9), получим: 
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x . (11) 

Формула Никипорца для  0
2x  даёт такое выражение: 
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1
:

1

120

2

 
x . (12) 

Найдём  1
2x  по формулам Эйткена и Никипорца. Положим в формуле (6) 1m : 
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Подставляя в (13) значения ic  из (9), после несложных преобразований получим: 
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По формуле Никипорца для  1
2x  запишем: 

  

1

1

21

2

21

32

1

2

1
:

























x . (15) 

Продолжая аналогично, получим по формулам Эйткена: 
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x , (16) 
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x . (17) 

Легко заметить, что формулы Эйткена приводят к несимметричным выражениям: 

“правые” определители имеют на единицу меньшую размерность, чем размерность 

определителей, стоящих в левой части формул для  ix2 . 
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Формулы Никипорца имеют симметричный вид. Например, 
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x , (18) 
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x . (19) 

Формулы Эйткена можно незначительно модернизировать с тем, чтобы они сов-

падали с формулами Никипорца. Например, вместо формулы (6) следует записать вы-

ражение: 
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При 0m , имеем: 
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Полагая 01 c , получим формулу, совпадающую с выражением для  0
2x , полу-

чаемым из формул Никипорца: 
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Аналогично, запишем: 
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Опуская преобразования, получим: 
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3.2.  Алгоритм Рутисхаузера 

Вычисление подходящих дробей )( p

inX  непосредственно весьма затруднительно 

при больших размерностях определителей. Однако легко заметить, что в выражения, 

представляющие непрерывные дроби Никипорца входят определители от матриц спе-

циального вида, элементы которых по главной диагонали и диагоналям, параллельным 

главной диагонали, одинаковы. Такие матрицы называют матрицами Теплица. 

Для вычисления формул Эйткена цюрихским профессором Гейнцем Рутисхаузе-

ром (Heinze Rutishauser, 1918-1970) в ряде работ, опубликованных в пятидесятых го-

дах двадцатого столетия, было предложено несколько простых рекуррентных схем, 

получивших название “алгоритм частных и разностей” или QD-алгоритм (Der Quotien-

ten-Differenzen Algorithmus). Небольшая книга Г. Рутисхаузера объёмом менее 100 

страниц “Der Quotienten-Differenzen Algorithmus” в 1960 г. была издана в переводе на 

русском языке [398]. 
Так называемая упрощённая форма QD-алгоритма описывается формулами: 
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  . (22) 

QD-алгоритм, определяемый формулами (21) и (22), удобно представлять сле-

дующей схемой (рис. 1): 

 x1
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 x 1
(1)

 x1
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 x1
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 x1
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 x1
(5)

 x1
(6)
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 e1
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 e1
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 x2
(0)

 x2
(1)

 x2
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 x2
(3)

 x2
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 e2
(0)

 e2
(1)

 e2
(2)

 e2
(3)

    

 x3
(0)

 x3
(1)

 x3
(2)

     

 e3
(0)

 e3
(1)

      

 x4
(0)

     Рис. 1 Схема “упрощенной” формы QD- алгоритма. 
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Полагаем, что 00 me . Элементы первой строки )(

1

mx  представляются следующим 

образом: 

 
m

mm

c

c
x 1)(

1
 , (23) 

где mc  – определители матрицы Хессенберга. Соотношение (23) можно записать : 
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Здесь i  – коэффициенты исходного алгебраического уравнения n-й степени 
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Запишем несколько подходящих дробей: 
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Выражение (24), представленное отношением определителей матриц Хессенбер-

га, было названо непрерывной дробью Хессенберга [519]. Определители  могут 
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находиться при помощи рекуррентного соотношения: 

  nmnnmnmmm ccccc    112211  , (26) 

где 01 c , 10 c , 11 c . 

Значения непрерывной дроби Хессенберга удобнее вычислять не с использовани-

ем линейных рекуррентных соотношений (26), что приводит к быстрому переполне-

нию разрядной сетки или появлению “машинного нуля”, а представляя дробь Хессен-

берга восходящей дробью: 
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Восходящую непрерывную дробь запишем в эквивалентной форме: 
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3.3. Некоторые особенности упрощённой формы QD-алгоритма 
 

Так называемая упрощённая форма QD-алгоритма Рутисхаузера, определяемая 

формулами 
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 (29) 

при практической проверке оказалась недостаточно эффективной. Проблемы возни-

кают уже при формировании первых двух строк QD-схемы, что, впрочем, находит 

простое объяснение.  
Предположим, мы имеем алгебраическое уравнение, у которого старший по мо-

дулю корень – действительный. Вычисление старшего по модулю действительного 

корня непосредственно при помощи непрерывной дроби Хессенберга (24) или по не-

линейному рекуррентному соотношению (28) обеспечивает быструю сходимость. Это 

обстоятельство вообще-то говоря не позволяет иметь достаточно большого числа раз-

личных значений  mx1 , что в свою очередь приводит к тому, что при сравнительно не-

больших номерах  me1  приобретает нулевое значение, что недопустимо, так как во вто-

рой формуле выражении (29) при определении  mx2  будет иметь место деление на 

ноль. Однако имеется простой и эффективный способ получения значительного числа 

различных значений  mx1 , от которых, собственно, начинает работать QD-алгоритм 

упрощённой формы. 

В табл. 1-4 приведены результаты вычислений корней алгебраического уравнения 

по “упрощённой” форме QD-алгоритма Рутисхаузера, то есть по формулам (29). 

      0161cos1161cos1681cos14 234  xxxx .                      (30)
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Берём значения  mx1 , которые получаются не непосредственно из непрерывной 

дроби, а те, что получаются из r/φ-алгоритма. Сходимость при определении модуля 

корня весьма медленна. 

Нахождение нулей полинома 
x

4
-4(cosφ+cosα)x

3
+(8+16cosφcosα)x

2
-16(cosφ+cosα)x+16=0, φ=0, α=1 

x1=2 Таблица 1 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 6,161209223470 6,161209223470 -4,161209223470 m 

1 3,459655633880 4,616888801080 -2,616888801080 m 

2 2,506268318360 3,766246991840 -1,766246991840 m 

4 1,964366812670 2,931412932840 -0,931412932837 m 

8 2,289648184860 2,665299219740 -0,665299219737 m 

16 1,992527931750 2,388675215880 -0,388675215879 m 

32 2,128110877340 2,234168288500 -0,234168288500 m 

64 2,060127087620 2,136906811970 -0,136906811966 m 

128 2,013106593180 2,078502616810 -0,078502616815 m 

256 2,002191893330 2,044347114620 -0,044347114617 m 

512 2,000559953210 2,024826162570 -0,024826162573 m 

1024 2,003499502530 2,013740828120 -0,013740828119 m 

2048 2,001614120150 2,007539666020 -0,007539666021 m 

4096 2,000648520950 2,004105909490 -0,004105909494 m 

8192 2,000150180650 2,002221463550 -0,002221463553 m 

16384 1,999983130080 2,001195138870 -0,001195138870 m 

32768 2,000120427680 2,000639814830 -0,000639814832 m 

65536 2,000024809490 2,000341041140 -0,000341041142 m 

131072 2,000005448450 2,000181091330 -0,000181091334 m 

262144 2,000000251610 2,000095832470 -0,000095832466 m 

524288 2,000007683890 2,000050559930 -0,000050559935 m 

1048576 2,000003980600 2,000026601920 -0,000026601916 m 

2097152 2,000002039820 2,000013961960 -0,000013961960 m 

3126526 2,000001351540 2,000009620590 -0,000009620585 m 

3126527 2,000001156250 2,000009620580 -0,000009620582 m 

3126528 2,000000486030 2,000009620580 -0,000009620580 m 

 
 

Нахождение нулей полинома 
x

4
-4(cosφ+cosα)x

3
+(8+16cosφcosα)x

2
-16(cosφ+cosα)x+16=0, φ=0, α=1 

x2=2e
i
 Таблица 2 

Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 1,220924067600 1,220924067600 0,779075932405 m 0,000000000000 1,000000000000 m 

1 1,166054792820 1,193174069730 0,806825930266   0,000000000000 1,000000000000   

2 0,457271639589 0,866683695979 1,133316304020   0,000000000000 1,000000000000   

4 2,855819728860 1,535982125620 0,464017874380 m 0,628318530718 0,371681469282 m 

8 0,916218026493 1,628770046970 0,371229953025 m 0,698131700798 0,301868299202 m 

16 12,196583212100 1,847890285260 0,152109714739 m 0,923997839291 0,076002160709 m 

32 3,843317264310 1,929075885880 0,070924114122 m 0,951997773815 0,048002226185 m 

64 2,005784174240 1,959056634960 0,040943365045 m 0,966643893412 0,033356106588 m 

128 -0,129973382076 1,936094593410 0,063905406585   0,998490688350 0,001509311650 m 

256 1,376378788680 1,987249193310 0,012750806689 m 0,990151770198 0,009848229802   

512 -6,402078713170 1,993746888830 0,006253111170 m 0,998205852895 0,001794147105   

1024 -4,414311948660 1,996709675280 0,003290324721 m 0,999179712264 0,000820287736 m 

2048 -2,331786544940 1,998132145250 0,001867854748 m 0,999667354876 0,000332645124 m 

4096 -0,629161511589 1,998651230730 0,001348769270 m 0,999911354718 0,000088645282 m 

8192 0,816053931871 1,999472346970 0,000527653034 m 0,999649950923 0,000350049077   

16384 4,540491080410 1,999846182800 0,000153817198 m 0,999902696886 0,000097303114   

32768 2,052437009810 1,999916316970 0,000083683028 m 0,999933210563 0,000066789437 m 

65536 -0,238679671461 1,999889577150 0,000110422851   0,999996404268 0,000003595732 m 

131072 1,248565967790 1,999973613170 0,000026386826 m 0,999980065310 0,000019934690   

262144 -28,213818211700 1,999988822720 0,000011177283 m 0,999995864096 0,000004135904   

524288 63,797892489700 1,999994624810 0,000005375191 m 0,999997771433 0,000002228567 m 

1048576 9,590801968450 1,999997471920 0,000002528083 m 0,999998725105 0,000001274895 m 

2097152 3,939400713830 1,999998804140 0,000001195860 m 0,999999201941 0,000000798059 m 

3126526 6,863786571410 1,999999171510 0,000000828487 m 0,999999544294 0,000000455706 m 

3126527 1,578441442580 1,999999020090 0,000000979907   0,999999224451 0,000000775549   

3126528 -0,372934051575 1,999997945740 0,000002054261   0,999999909425 0,000000090575 m 

Как видно из таблиц 1-4, 
необходимо использование 

свыше трёх миллионов подхо-

дящих дробей, чтобы полу-

чить пять десятичных разря-

дов. При 32-х подходящих ве-

щественные корни уравнения 

(30) 1x  и 4x  устанавливались, 

соответственно, с погрешнос-

тью -0,23416 и 0,12002. Мож-
но отметить, что использова-

ние 32-х подходящих давало 

значительно большую точ-

ность в определении модулей 

и аргументов комплексно-со-

пряжённых корней. Например, 

модули комплексных корней 

2x  и 3x  имели, соответствен-

но, погрешность 0,07092 и 

0,02529, а аргумент – 0,04800. 
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Нахождение нулей полинома 
x

4
-4(cosφ+cosα)x

3
+(8+16cosφcosα)x

2
-16(cosφ+cosα)x+16=0,  φ=0, α=1 

x3=2e
-i
 Таблица 3 

Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 1,332701675670 1,332701675670 0,667298324333 m 0,000000000000 -1,000000000000 m 

1 2,045239523600 1,650967637550 0,349032362448 m 0,000000000000 -1,000000000000   

2 6,856156912900 2,653704879480 -0,653704879482   0,000000000000 -1,000000000000   

4 1,778375284680 1,984206918770 0,015793081226 m -0,628318530718 -0,371681469282 m 

8 3,772152077520 2,044953268630 -0,044953268633   -0,698131700798 -0,301868299202 m 

16 0,348172043086 1,968786611040 0,031213388957   -0,923997839291 -0,076002160709 m 

32 0,993534847417 1,974703683030 0,025296316974   -0,951997773815 -0,048002226185 m 

64 1,937971654080 1,990412258620 0,009587741380 m -0,966643893412 -0,033356106588 m 

128 -30,582211191500 2,039391626800 -0,039391626805   -0,998490688350 -0,001509311650 m 

256 2,926554556880 1,999874774880 0,000125225118 m -0,990151770198 -0,009848229802   

512 -0,625436948679 1,999744289590 0,000255710409   -0,998205852895 -0,001794147105   

1024 -0,905803793245 2,000035054880 -0,000035054875 m -0,999179712264 -0,000820287736 m 

2048 -1,715356294650 2,000237372720 -0,000237372721   -0,999667354876 -0,000332645124 m 

4096 -6,358483205960 2,000532998420 -0,000532998424   -0,999911354718 -0,000088645282 m 

8192 4,902545843910 2,000119406810 -0,000119406812   -0,999649950923 -0,000350049077   

16384 0,881046001052 1,999949607690 0,000050392314   -0,999902696886 -0,000097303114   

32768 1,948788674460 1,999981569160 0,000018430837 m -0,999933210563 -0,000066789437 m 

65536 -16,758669720100 2,000059367150 -0,000059367147   -0,999996404268 -0,000003595732 m 

131072 3,203718500850 2,000000857400 -0,000000857402 m -0,999980065310 -0,000019934690   

262144 -0,141774945268 1,999998412280 0,000001587717   -0,999995864096 -0,000004135904   

524288 0,062697880567 1,999998992680 0,000001007319   -0,999997771433 -0,000002228567 m 

1048576 0,417065781062 1,999999336820 0,000000663184 m -0,999998725105 -0,000001274895 m 

2097152 1,015382072280 1,999999600220 0,000000399776 m -0,999999201941 -0,000000798059 m 

3126526 0,582768451113 1,999999758200 0,000000241803 m -0,999999544294 -0,000000455706 m 

3126527 2,534143804000 1,999999909620 0,000000090384 m -0,999999224451 -0,000000775549   

3126528 -10,725754654100 2,000000983970 -0,000000983971   -0,999999909425 -0,000000090575 m 
 
 

Нахождение нулей полинома 
x

4
-4(cosφ+cosα)x

3
+(8+16cosφcosα)x

2
-16(cosφ+cosα)x+16=0, φ=0, α=1 

x4=2 Таблица 4 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 1,595998309800 1,595998309800 0,404001690201 m 

1 1,939206129760 1,759252598540 0,240747401464 m 

2 2,036279565610 1,847132012690 0,152867987309 m 

4 1,603774082460 1,790893918410 0,209106081590   

8 2,021916428320 1,802315627890 0,197684372106   

16 1,890964977660 1,841145240730 0,158854759266   

32 1,968957718260 1,879978363560 0,120021636442 m 

64 1,997994780170 1,920190735860 0,079809264141 m 

128 1,999539134050 1,949585126730 0,050414873268 m 

256 1,983899592750 1,969292437590 0,030707562413 m 

512 1,997394584050 1,981927441960 0,018072558043 m 

1024 1,997255327300 1,989591318570 0,010408681434 m 

2048 1,998464758060 1,994114555520 0,005885444481 m 

4096 1,999095352650 1,996717293220 0,003282706784 m 

8192 1,999479021230 1,998188909170 0,001811090830 m 

16384 1,999826132050 1,999009679400 0,000990320597 m 

32768 1,999996580310 1,999462475430 0,000537524566 m 

65536 1,999998300710 1,999710068580 0,000289931417 m 

131072 1,999967590640 1,999844452510 0,000155547488 m 

262144 1,999993371460 1,999916936590 0,000083063414 m 

524288 1,999996061480 1,999955823710 0,000044176290 m 

1048576 1,999997502330 1,999976589670 0,000023410334 m 

2097152 1,999991531830 1,999987633760 0,000012366239 m 

3126526 1,999995743400 1,999991449750 0,000008550254 m 

3126527 2,000009814900 1,999991449750 0,000008550248 m 

3126528 1,999988645150 1,999991449750 0,000008550249   

На рис. 2 показано распределение подходящих дробей, определяющих корни x1 и 
x2 уравнения (30). 

В уравнении (30) все че-

тыре корня имели одинаковые 

модули, равные 2. Зафиксиру-

ем значения модулей при 

n 3128528 . Первый корень 

равен 2,00000962. Модули 

комплексно-сопряжённых 

корней 2x  и 3x , 

соответственно, равны: 
1,99999794 и 2,00000098. 

Второй вещественный корень 

уравнения (30) имеет 

значение 1,99999144. Если 1x  

имеет максимальное 

значение, а 4x  – 

минимальное, то с модулями 
комплексно-сопряжённых 

корней получилась небольшая 

неувязка: модуль 3x  оказался 

при 3128528n  больше 

модуля 2x . 
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Рис. 2. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (30). 

Рассмотрим ещё пример нахождения корней полинома методом Рутисхаузера (29) 

с использованием r/φ-алгоритма. Для краткости этот комбинированный способ опре-

деления корней полинома будем называть алгоритмом Рутисхаузера-Никипорца. 

Найдём первый корень алгебраического уравнения 

   0161cos321cos2181cos8 2234  xxxx . (31) 

Уравнение (31) имеет две пары кратных комплексных корней: 

 iex 21  , iex  22 , iex 23  , iex  24 . 

В табл. 5  приведен результат определения корня 1x  уравнения (31) по алгоритму 

Рутисхаузера-Никипорца. 
 

Нахождение нулей полинома 
x

4
-4(cosφ+cosα)x

3
+(8+16cosφcosα)x

2
-16(cosφ+cosα)x+16=0, φ=1, α=1 

x1=2e
i
 Таблица 5 

Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 4,322418446950 4,322418446950 -2,322418446950 m 0,000000000000 1,000000000000 m 

1 1,390998117530 2,452035057430 -0,452035057431 m 0,000000000000 1,000000000000   

2 -1,911109261230 2,256556901050 -0,256556901054 m 1,047197551200 -0,047197551197 m 

4 1,634719243350 2,558907487640 -0,558907487641   0,628318530718 0,371681469282   

8 -0,171803098344 1,846665687310 0,153334312694 m 1,047197551200 -0,047197551197   

16 3,022202068090 2,327773189840 -0,327773189838   0,923997839291 0,076002160709   

32 2,148208469050 2,196814016740 -0,196814016741   0,951997773815 0,048002226185   

64 1,035215803380 2,100362073630 -0,100362073628 m 0,966643893412 0,033356106588 m 

128 -3,268352194860 2,062931780590 -0,062931780588 m 0,998490688350 0,001509311650 m 

256 0,386612884213 2,027287235850 -0,027287235848 m 0,990151770198 0,009848229802   

512 5,689946989500 2,023023684750 -0,023023684749 m 0,998205852895 0,001794147105   

1024 7,153743865260 2,012803172460 -0,012803172456 m 0,999179712264 0,000820287736 m 

2048 16,173181251900 2,007009365460 -0,007009365457 m 0,999667354876 0,000332645124 m 

4096 -6,916496661790 2,003728673370 -0,003728673372 m 0,999911354718 0,000088645282 m 

8192 -0,414778289036 2,001660422530 -0,001660422528 m 1,000033399310 -0,000033399312 m 

16384 2,106177955530 2,001129412830 -0,001129412833 m 0,999902696886 0,000097303114   

32768 1,001394271910 2,000571137590 -0,000571137588 m 0,999933210563 0,000066789437   

65536 -3,751739226390 2,000313114850 -0,000313114849 m 0,999996404268 0,000003595732 m 

131072 0,222949947319 2,000139258270 -0,000139258268 m 0,999980065310 0,000019934690   

156156 4,801454122490 2,000148573820 -0,000148573820   0,999993624617 0,000006375383   

156157 1,328131435670 2,000143329410 -0,000143329409   0,999987220887 0,000012779113   

156158 -0,850565621486 2,000132377350 -0,000132377348 m 1,000000935150 -0,000000935149 m 

156159 6,864036260030 2,000148171010 -0,000148171005   0,999994531455 0,000005468545   

156160 1,578468095370 2,000145138440 -0,000145138445   0,999988127842 0,000011872158   
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3.4. Второй вариант QD-алгоритма 
 

Ранее рассматривалась “упрощённая форма” QD-алгоритма Рутисхаузера, кото-
рая представлялась двумя формулами: 
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Исходными значениями являются приближения старшего по модулю корня, ко-

торые устанавливаются из непрерывной дроби Хессенберга 

 


















...

10

1

....

100

10

1

1

21

321

1

21

321

4321

1





























x , (33) 

где i  – коэффициенты алгебраического уравнения 

 01

2

2

1

1  



nn

nnn xxxx   . (34) 

Подходящими непрерывной дроби (33) будут: 
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Для определения  mx1  имеет место нелинейная рекуррентная формула 
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mmm
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xxxxxx
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 . (35) 

Значения  mx1  составляют первую строку QD-схемы, из которой развивается QD-

алгоритм 

 

x1
(0) x1

(1) x1
(2) x1

(3) x1
(4) x1

(5) x1
(6) x1

(6) … 
 

Вторую строку составляют элементы  me1 , определяемые формулой 

      mmm xxe 1

1

11   , (36) 

так как по условию   00 me . 
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Графически первые две строки QD-алгоритма выглядит так (рис. 3): 
 

 x1
(0) x1

(1) x1
(2) x1

(3) x1
(4) x1

(5) x1
(6)… 

e1
(0) e1

(1) e1
(2) e1

(3) e1
(4) e1

(5) …  
 

Рис. 3. Граф первых двух строк QD – алгоритма. 

Элементы третьей строки – приближения второго корня находятся из формулы 

    
 

 m

m
mm

e

e
xx

1

1

11

12


 . (37) 

После третьего шага граф QD-алгоритма примет вид: 
 

 x1
(0) x1

(1) x1
(2) x1

(3) x1
(4) x1

(5) x1
(6) 

 e1
(0)

 e1
(1) e1

(2) e1
(3) e1

(4) e1
(5)  

x2
(0) x2

(1) x2
(2) x2

(3) x2
(4)    

 

Рис. 4. Граф первых трёх строк QD – алгоритма 

Ещё раз обратим внимание, что вся исходная информация, которая используется 

при решении алгебраического уравнения (34), сосредоточена в первой строке так на-

зываемой упрощённой схемы QD-алгоритма. Уже указывалось на сложности в полу-

чении большого количества приближений  mx1 , которые бы отличались друг от друга 

при фиксированной длине разрядной сетки, что имеет место в современных компью-

терах. Если  1
1

mx  и  mx1  не различимы, то это приводит, как то следует из (36), к нуле-

вому значению  me1 , что, в свою очередь, даёт деление на ноль в (32).  

Жёсткая зависимость вычислений в “упрощённой форме” QD-алгоритма от зна-

чений приближений первого корня 1x , прежде всего в случае, когда 1x  – действитель-

ный корень, весьма затрудняет практическое использование QD-алгоритма для нахож-

дения всех корней полинома, делая этот алгоритм во многих случаях численно неус-

тойчивым, не обеспечивающем высокую точность при определении всех корней поли-

нома. 

Г. Рутисхаузером в той же книге [398], где рассматривалась “упрощённая форма” 

QD-алгоритма, описываемая формулами (32), была предложена иная форма QD-

алгоритма: “Мало обнадёживающие результаты предыдущего параграфа могут быть, 

однако, существенно улучшены, если использовав формулы для “упрощённой формы 

QD-алгоритма”, мы будем по наклонной строке QD-схемы заполнять следующую 
строку, расположенную под данной. Для этого надо эти формулы лишь немного пере-

строить и затем применять для ,3,2,1n , учитывая равенство   01

0 me .”  

Г. Рутисхаузер предлагает модификацию QD-алгоритма: 
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Таким образом, если известны все величины  0
nx  и  0

ne , стоящие в верхней на-

клонной строке, с помощью вышеприведённых формул можно заполнить всю QD-

схему сверху вниз, а не справа налево. Эта форма QD-алгоритма, была названа про-

грессивной. 

Прогрессивная QD-схема ограничена справа, так что требуется фиксированное 

число операций для заполнения каждой наклонной строки. Схематически этот процесс 
показан на рис. 5. 
 

x1
(0) e1

(0) x2
(0) e2

(0)  en-1
(0) xn

(0) 

x1
(1) e1

(1) x2
(1) e2

(1)  en-1
(1) xn

(1) 

x1
(2) e1

(2) x2
(2) e2

(2)  en-1
(2) xn

(2) 

 
 

Рис. 5. Граф “прогрессивной” формы QD – алгоритма. 

Начальные значения для “прогрессивного” QD-алгоритма, то есть элементы пер-
вой строки схемы, представленной на рис. 5, Рутисхаузер [67] предлагает находить из 

непрерывной дроби, в которую может быть разложен степенной ряд. 

Представим граф-схему QD-алгоритма Рутисхаузера в несколько иных обозначе-

ниях. Пусть имеется полином, корни которого находятся: 

 01

2

2

1

1  



nn

nnn xxxx   . 

Запишем производящую функцию: 
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, (39) 

где 

 10 c , 11 c , 
1

21

2
1 






c , 

1

21

321

3

10
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c , …. 

Для ряда (39) найдём соответствующую цепную дробь 

  
         

 
 

11111
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2

0

10
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xxxxx nn 
 . (40) 

Коэффициенты  0
12 n  совпадают с коэффициентами  0

ne , а коэффициенты  0
2n  

равны  0
nx , то есть коэффициенты i  цепной дроби (40) составляют исходную первую 

строку схемы прогрессивного QD-алгоритма, показанной на рис. 6.  

Определим коэффициенты  0
i  соответствующей цепной дроби при помощи так 

называемой упрощённой схемы QD-алгоритма, которая рассматривалась выше в дру-

гих обозначениях. Запишем соотношения: 
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Граф-схема QD-алгоритма, определяемая формулами (41), приведена на рис. 6. 
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Рис. 6. Граф QD – алгоритма, определяемого формулами (41). 

Начальной строкой схемы является строка из элементов  n
2 , которые представ-

ляются через коэффициенты степенного ряда (39) 
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m

mm
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Таким образом, элементы  0
i  первого столбца схемы, показанной на рис. 6, со-

ставляют первую строку “прогрессивного QD-алгоритма”. 
Имеется, однако, более простая реализация “прогрессивного” QD-алгоритма. 

 

3.5. QD-алгоритм с отрицательными индексами 

 

При вычислениях значений корней полинома при помощи “QD-алгоритма с от-

рицательными индексами” используются те же формулы, что и в “прогрессивном QD-

алгоритме”: 
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В качестве начальных условий применяются величины: 

  
1

0

1 x ,   01 m

mx , nm ,,3,2  . (44) 
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m

mm

me


 11   , 1,,2,1  nm  . (45) 

На рис. 7 показана схема варианта “прогрессивного QD-алгоритма”. Этот вариант 

QD-алгоритма назовём “QD-алгоритмом с отрицательными индексами”. В самом деле, 

в качестве начальных значений для “запуска” схемы используются элементы “ ix ” и 

“ ie ” с отрицательными индексами. 
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Рис. 7. Граф QD – алгоритма с “отрицательными индексами”. 

Можно обратить внимание, что в схеме, показанной на рис. 7, элементы столбца, 
 0
1x ,  0

1e ,  0
2x ,  0

2e ,  0
3x ,  0

3e ,  0
4x  совпадают с элементами крайне левого столбца схемы 

“упрощённого” QD-алгоритма Рутисхаузера, изображённой на рис. 6. 

QD-алгоритм “с отрицательными индексами” использует в качестве начальных 

условий выражения (44) и (45), то есть отношения соседних коэффициентов i  алгеб-

раического уравнения 

 01

2

2

1

1  



nn

nnn xxxx   . (46) 

“Упрощённая” форма QD-алгоритма разворачивается, исходя из приближений 

старшего по модулю корня уравнения (46), которые определяются как подходящие не-

прерывной дроби Хессенберга (33). 
Рассмотрим несколько примеров решения алгебраического уравнения (46) QD-

алгоритмом “с отрицательными индексами”. Естественно, что при определении ком-

плексных корней используется r/φ-алгоритм, то есть формулы 
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где  m

ix  – m-я подходящая дроби Никипорца для i-го корня уравнения n-й степени. 

 m

ik  – число отрицательных подходящих для i –го корня из m подходящих дробей Ни-

кипорца. 

Рассмотрим алгебраическое уравнение 

       016coscos16coscos168coscos4 234  xxxx  , (48) 

корни которого: 

 iex 21  , iex  22 , iex 23  , iex  24 . 

Это уравнение при различных значениях φ и α решалось во второй главе методом 

непосредственного вычисления определителей, что не позволяло определять ком-

плексные корни с высокой точностью. 

Положим в (48) 0 , 1 . Получим уравнение 

       0161cos1161cos2181cos14 234  xxxx . (49) 

Решим это уравнение QD-алгоритмом “с отрицательными индексами”. Результа-

ты вычислений приведены в табл. 6-9. 
 

Нахождение нулей полинома  Нахождение нулей полинома 
x

4
-4(1+cos1)x

3
+8(1+2cos1)x

2
-16(1+cos1)x+16=0  x

4
-4(1+cos1)x

3
+8(1+2cos1)x

2
-16(1+cos1)x+16=0 

x1=2 Таблица 6  x4=2 Таблица 7 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min  
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

1 3,459655633880 -1,459655633880 m  -2 0,649223205205 1,350776794795 m 

2 2,506268318360 -0,506268318360 m  -1 1,156184436630 0,843815563370 m 

3 2,062699750480 -0,062699750480 m  0 1,595998309800 0,404001690200 m 

4 1,964366812670 0,035633187330 m  1 1,939206129760 0,060793870240 m 

5 2,194561112650 -0,194561112650    2 2,036279565610 -0,036279565610 m 

6 2,494116873280 -0,494116873280    3 1,822687906460 0,177312093540   

7 2,502047301550 -0,502047301550    4 1,603774082460 0,396225917540   

8 2,289648184860 -0,289648184860    5 1,598690799140 0,401309200860   

9 2,073722190240 -0,073722190240    6 1,746993283270 0,253006716730   

10 1,978321133340 0,021678866660 m  7 1,928898682200 0,071101317800   

11 2,051531857720 -0,051531857720    8 2,021916428320 -0,021916428320 m 

16 1,992527931750 0,007472068250 m  13 1,920608632790 0,079391367210   

32 2,128110877340 -0,128110877340    29 1,906534425920 0,093465574080   

64 2,060127087620 -0,060127087620    61 1,938994243870 0,061005756130   

128 2,013106593180 -0,013106593180    125 1,971390782070 0,028609217930   

256 2,002191893330 -0,002191893330 m  253 2,001029179400 -0,001029179400 m 

512 2,000559953210 -0,000559953210 m  509 1,995454491520 0,004545508480   

1024 2,003499502530 -0,003499502530    1021 1,998555464540 0,001444535460   

2048 2,001614120160 -0,001614120160    2045 1,999445910930 0,000554089070 m 

4096 2,000648520960 -0,000648520960    4093 1,999873414000 0,000126586000 m 

8192 2,000150180650 -0,000150180650 m  8189 2,000026955320 -0,000026955320 m 

16384 1,999983130070 0,000016869930 m  16381 1,999947477200 0,000052522800   

32768 2,000120427680 -0,000120427680    32765 1,999876437340 0,000123562660   

65536 2,000024809480 -0,000024809480    65533 1,999943703490 0,000056296510   

131072 2,000005448450 -0,000005448450 m  131069 2,000002121330 -0,000002121330 m 

262144 2,000000251760 -0,000000251760 m  262141 1,999992487190 0,000007512810   

524288 2,000007683300 -0,000007683300    524285 1,999995761930 0,000004238070   

1048576 2,000003975780 -0,000003975780    1048573 1,999997522760 0,000002477240   

2097152 2,000002028670 -0,000002028670    2097149 1,999998429770 0,000001570230 m 

4194304 2,000000807830 -0,000000807830    4194301 1,999998837860 0,000001162140 m 

8388608 2,000000216780 -0,000000216780 m  8388605 1,999999408080 0,000000591920 m 
 

Наличие пары комплексных корней вызывает характерные “биения” на графиках 
вещественных корней (рис. 8). Затухающие “синусоиды” несколько напоминают гра-

фики функций Бесселя. 

В табл. 6 и 7 показаны  результаты  вычислений вещественных  корней уравнения 

(49), в табл. 8 и 9 – комплексных корней.
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Нахождение нулей полинома 
x

4
-4(1+cos1)x

3
+8(1+2cos1)x

2
-16(1+cos1)x+16=0 

x2=2e
i
 Таблица 8 

Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 1,220924067600 1,220924067600 0,779075932405 m 0,000000000000 1,000000000000 m 

1 1,166054792820 1,193174069730 0,806825930266   0,000000000000 1,000000000000   

2 0,457271639589 0,866683695979 1,133316304020   0,000000000000 1,000000000000   

3 -4,598520631860 1,315376276510 0,684623723493 m 0,785398163397 0,214601836603 m 

4 2,855819728860 1,535982125620 0,464017874380 m 0,628318530718 0,371681469282   

5 0,066029159055 0,909098823765 1,090901176230   0,523598775598 0,476401224402   

6 -67,011845837200 1,680361001470 0,319638998532 m 0,897597901026 0,102402098974 m 

7 2,327667691640 1,750218990580 0,249781009421 m 0,785398163397 0,214601836603   

8 0,916218026493 1,628770046970 0,371229953025   0,698131700798 0,301868299202   

9 -1,518162669590 1,617356013000 0,382643987005   0,942477796077 0,057522203923 m 

10 4,694330823590 1,781867684170 0,218132315832 m 0,856797996434 0,143202003566   

15 -0,383996709017 1,642304024920 0,357695975082   0,981747704247 0,018252295753 m 

31 -2,411207414440 1,887967040850 0,112032959153 m 0,981747704247 0,018252295753   

63 21,528946742000 1,958335221390 0,041664778607 m 0,981747704247 0,018252295753   

127 1,710457176250 1,977384831540 0,022615168458 m 0,981747704247 0,018252295753   

255 5,181134801360 1,990102440660 0,009897559340 m 0,994019550550 0,005980449450 m 

511 0,465911677260 1,989209249630 0,010790750369   0,994019550550 0,005980449450   

1023 0,609189307147 1,995163309300 0,004836690700 m 0,997087512126 0,002912487874 m 

2047 0,891050049546 1,997981489120 0,002018510881 m 0,998621492914 0,001378507086 m 

4095 1,434335962240 1,999215304640 0,000784695364 m 0,999388483307 0,000611516693 m 

8191 2,974872068430 1,999691089820 0,000308910175 m 0,999771978504 0,000228021496 m 

16383 -1,681129241640 1,999746099650 0,000253900353 m 0,999963726103 0,000036273897 m 

32767 36,753416815000 1,999914734860 0,000085265138 m 0,999963726103 0,000036273897   

65535 1,666677238730 1,999954446600 0,000045553403 m 0,999963726103 0,000036273897   

131071 4,383007199130 1,999980802090 0,000019197911 m 0,999987694553 0,000012305447 m 

262143 0,131706912720 1,999968631550 0,000031368453   0,999987694553 0,000012305447   

524287 -0,064715121683 1,999981405290 0,000018594715 m 0,999999678778 0,000000321222 m 

1048575 -0,534366362486 1,999994466140 0,000005533862 m 0,999999678778 0,000000321222   

2097151 -2,194357484610 1,999998136610 0,000001863391 m 0,999999678778 0,000000321222   

4194303 -37,979359917400 1,999999121560 0,000000878442 m 0,999999678778 0,000000321222   

8388607 1,720112785970 1,999999520950 0,000000479046 m 0,999999678778 0,000000321222   

 

Нахождение нулей полинома 
x

4
-4(1+cos1)x

3
+8(1+2cos1)x

2
-16(1+cos1)x+16=0 

x3=2e
-i
 Таблица 9 

Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

-1 0,831406316791 0,831406316791 1,168593683210 m 0,000000000000 -1,000000000000 m 

0 1,332701675670 1,052623670430 0,947376329571 m 0,000000000000 -1,000000000000   

1 2,045239523600 1,313500210680 0,686499789317 m 0,000000000000 -1,000000000000   

2 6,856156912900 1,985376135090 0,014623864905 m 0,000000000000 -1,000000000000   

3 -0,925451183649 1,704295670770 0,295704329231   -0,628318530718 -0,371681469282 m 

4 1,778375284680 1,716424426430 0,283575573572   -0,523598775598 -0,476401224402   

5 69,067233676700 2,909779137050 -0,909779137052   -0,448798950513 -0,551201049487   

6 -0,054797452166 1,771016340390 0,228983659605   -0,785398163397 -0,214601836603 m 

7 1,424275723470 1,728654857510 0,271345142488   -0,698131700798 -0,301868299202   

8 3,772152077520 1,868944398120 0,131055601879   -0,628318530718 -0,371681469282   

9 -2,606569886160 1,926328231490 0,073671768509   -0,856797996434 -0,143202003566 m 

14 2,632069367950 1,877454432090 0,122545567907   -0,785398163397 -0,214601836603   

30 4,537771334660 1,974580828840 0,025419171161   -0,883572933822 -0,116427066178 m 

62 -19,366858850000 2,038913550260 -0,038913550260   -0,981747704247 -0,018252295753 m 

126 0,466254671969 1,980861500680 0,019138499321   -0,981747704247 -0,018252295753   

254 -3,023146650610 1,997435699800 0,002564300204 m -0,994019550550 -0,005980449450 m 

510 1,699283101480 1,995180147160 0,004819852840   -0,994019550550 -0,005980449450   

1022 1,549964949260 1,997544771210 0,002455228791 m -0,997087512126 -0,002912487874 m 

2046 1,269099142840 1,998740288740 0,001259711258 m -0,998621492914 -0,001378507086 m 

4094 0,726351326268 1,999377236730 0,000622763274 m -0,999388483307 -0,000611516693 m 

8190 -0,813839980924 1,999783111790 0,000216888208 m -0,999771978504 -0,000228021496 m 

16382 3,842407857830 1,999921325840 0,000078674158 m -0,999771978504 -0,000228021496   

32766 -34,592204456500 2,000107259250 -0,000107259250   -0,999963726103 -0,000036273897 m 

65534 0,494563471769 1,999962143460 0,000037856543 m -0,999963726103 -0,000036273897   

131070 -2,221805545430 1,999992245770 0,000007754229 m -0,999987694553 -0,000012305447 m 

262142 2,029509571800 1,999991152050 0,000008847953   -0,999987694553 -0,000012305447   

524286 2,225920899920 1,999995775050 0,000004224952 m -0,999993686665 -0,000006313335 m 

1048574 2,695574087420 1,999998143620 0,000001856379 m -0,999996682721 -0,000003317279 m 

2097150 4,355566249640 1,999999499020 0,000000500976 m -0,999998180750 -0,000001819250 m 

4194302 40,140569495100 2,000000696330 -0,000000696332   -0,999998929764 -0,000001070236 m 

8388606 0,441096812651 1,999999578440 0,000000421562 m -0,999999678778 -0,000000321222 m 
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Из рассмотрения табл. 6 и 7 замечаем, что при вычислении вещественных корней 

непрерывными дробями Никипорца отсутствует эффект “вилки”, характерный для 

обыкновенных цепных дробей с положительными элементами. Более того, нет и моно-

тонности в сходимости непрерывных дробей Никипорца для вещественных корней. 

Так, из третьей колонки табл. 6 видно, что 16-я подходящая точнее аппроксимирует 

корень 1x , чем 64-я подходящая, а подходящая с номером 262144 ближе к 1x , чем под-

ходящая с номером 4194304. Впрочем, на отсутствие монотонности в приближении 
вещественных корней уравнения (49) непрерывными дробями Никипорца указывают и 

графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (49), которые показа-

ны на рис. 8. Из рис. 8 видно, что подходящие вещественных корней заключают между 

собой подходящие дроби комплексно-сопряжённых корней iex  23,2 . Графики ком-

плексных корней имеют “периодическую” структуру, характер которой остаётся неиз-

менной, сколь долго бы не наблюдали расположение подходящих. 

 

Рис. 8. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (49). 
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На рис. 9 и 10 показаны распределения подходящих непрерывных дробей Ни-

кипорца, представляющих корни уравнения (49) на удалённых интервалах. Рассматри-

вая графики комплексных корней на начальном участке ( 1501 ) и на таком же интер-

вале, только отстоящего от начального на миллионы подходящих, нельзя усмотреть 
между ними какой-либо разницы в характере расположения подходящих на “периоде”. 

Постоянство в следовании подходящих дробей уже отмечалось при изучении графи-

ков подходящих дробей, представлявших комплексные корни квадратных уравнений 

[542]. Очевидно, стабильность периодов подходящих присуща при представлении лю-

бого комплексного корня алгебраического уравнения произвольной степени.  

На рис. 9а, 9г, 10а и 10г “крупным планом” показаны “биения” подходящих 

дробей, представляющих действительные корни уравнения(49). 
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Рис. 9. Графики “удалённых” подходящих дробей, представляющих корни уравнения (49). 

Сравнивая графики, показанные на рис. 9 и рис. 10, можно утверждать, что ха-

рактер распределения подходящих дробей, представляющих как кратные веществен-

ные корни, так пару комплексно-сопряжённых корней, практически не зависит от ме-

стонахождения интервала, из которого взяты подходящие.
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               Рис. 10. Графики подходящих дробей с большими номерами, представляющие 
корни уравнения (49). 

Комплексные корни x2=2ei и x2=2e-i уравнения (49) на рис 8-10 представляются 
периодическими структурами, состоящих из подходящих, имеющие как положитель-

ные, так и отрицательные значения. Аналогичный характер имеют графики, построен-

ные для комплексной квадратичной иррациональности, то есть корня уравнения 

011cos22  xx , 

который представляется цепной дробью Никипорца: 

 
 


1cos2

1

1cos2

1

1cos2

1
1cos2ie . 

В [540] методом непосредственного вычисления значений определителей, входя-

щих в непрерывные дроби Никипорца, были найдены корни уравнения 

 

      )50(05761cos12481cos8642441cos1921cos3241cos104291cos18 222334256  xxxxxx

          

1,9999998

2,0000000

2,0000002

2,0000004

2,0000006

8000000 8000010 8000020 8000030 8000040 8000050

x1 = 2

(50) 



ГЛАВА III 
 

204 

Комплексные корни уравнения (50) были найдены с невысокой точностью. Ре-

шим уравнение (50) с использованием QD-алгоритма Рутисхаузера в модификации, 

которая была названа “QD-алгоритм с отрицательными индексами”. 

В табл. 10-15 приведены результаты вычисления корней уравнения (50). Корни 

автоматически определялись в порядке убывания их модулей. В колонке 2 табл. 10-15 

помещены значения подходящих дробей, найденные при помощи QD-алгоритма. 
 

Нахождение нулей полинома 
x

6
-18cos1x

5
+(29+104cos

2
1)x

4
-(324cos1+192cos

3
1)x

3
+(244+864cos

2
1)x

2
-1248cos1x+576=0 

x1=4e
i
 Таблица 10 

Номер 

дроби, 
i 

Значение 

подходящих 
дробей 

Значение 

модуля, 
ri 

Погрешность 

модуля, 
r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 

аргумента, 
φ0–φi 

min 

1 3,621825082120 3,621825082120 0,378174917875 m 0,000000000000 1,000000000000 m 

2 -0,834560729130 1,738572109900 2,261427890100  1,570796326790 -0,570796326795 m 

4 4,215936043620 4,414377944320 -0,414377944317  0,785398163397 0,214601836603 m 

8 1,058106283320 3,644597129380 0,355402870625 m 0,785398163397 0,214601836603  

16 9,060806518700 4,180121283100 -0,180121283098 m 0,981747704247 0,018252295753 m 

32 5,812068510390 4,088701879650 -0,088701879655 m 0,981747704247 0,018252295753  

64 2,991752987280 4,024898951080 -0,024898951077 m 0,981747704247 0,018252295753  

128 -2,316654222070 3,989437846020 0,010562153981 m 1,006291396850 -0,006291396853 m 

256 1,752186285170 3,998193790280 0,001806209723 m 0,994019550550 0,005980449450 m 

512 43,55972108410 4,004628660330 -0,004628660333  1,000155473700 -0,000155473701 m 

1024 2211,488577620 4,002131462020 -0,002131462019  1,000155473700 -0,000155473701  

2048 -19,00766576510 4,000828912400 -0,000828912403 m 1,000155473700 -0,000155473701  

4096 -4,366206830270 4,000023950080 -0,000023950083 m 1,000155473700 -0,000155473701  

8192 0,502446041100 3,999284177280 0,000715822722  0,999771978504 0,000228021496  

16384 5,737921812230 4,000170918280 -0,000170918282  0,999963726103 0,000036273897 m 

32768 2,918993788560 4,000046064570 -0,000046064570  0,999963726103 0,000036273897  

65536 -2,720694446590 3,999985683270 0,000014316728 m 1,000011663000 -0,000011663003 m 

131072 1,468989607890 3,999990683010 0,000009316988 m 0,999987694553 0,000012305447  

262144 15,62133901800 4,000010120740 -0,000010120736  0,999999678778 0,000000321222 m 

524288 12,01129644740 4,000005248140 -0,000005248136 m 0,999999678778 0,000000321222  

1048576 8,261752985250 4,000002766510 -0,000002766514 m 0,999999678778 0,000000321222  

2097152 4,970887434150 4,000001399370 -0,000001399366 m 0,999999678778 0,000000321222  

4194304 2,003855491620 4,000000186280 -0,000000186278 m 0,999999678778 0,000000321222  

8388608 24,72501368430 4,000005286670 -0,000005286669  1,000000802300 -0,000000802299  

 
Нахождение нулей полинома 

x
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 Таблица 11 

Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 2,644374873340 2,644374873340 1,355625126660 m 0,000000000000 1,000000000000 m 

1 5,736799322000 3,894900252960 0,105099747040 m 0,000000000000 1,000000000000  

3 0,629985559023 3,927074098590 0,072925901413 m 0,785398163397 0,214601836603 m 

7 3,355577389370 3,978197101760 0,021802898238 m 0,785398163397 0,214601836603  

15 -4,726808841430 4,196628593240 -0,196628593242  0,981747704247 0,018252295753 m 

31 -1,489527092040 4,042491950130 -0,042491950131  0,981747704247 0,018252295753  

63 1,330665471050 3,998681114030 0,001318885967 m 0,981747704247 0,018252295753  

127 6,639072669020 4,014361445810 -0,014361445814  0,981747704247 0,018252295753  

255 2,570232161780 3,999323043610 0,000676956393 m 0,994019550550 0,005980449450 m 

511 -39,23730263710 4,019282187310 -0,019282187313  1,000155473700 -0,000155473701 m 

1023 -2207,166159180 4,025220172420 -0,025220172423  1,000155473700 -0,000155473701  

2047 23,33008421200 4,003518473220 -0,003518473225  0,998621492914 0,001378507086  

4095 8,688625277220 4,000712517650 -0,000712517652  0,999388483307 0,000611516693  

8191 3,819972405840 4,000028345990 -0,000028345990 m 0,999771978504 0,000228021496  

16383 -1,415503365290 4,000079887040 -0,000079887039  0,999963726103 0,000036273897 m 

32767 1,403424658390 3,999996833920 0,000003166080 m 0,999963726103 0,000036273897  

65535 7,043112893540 4,000031472060 -0,000031472056  0,999963726103 0,000036273897  

131071 2,853428839050 3,999999086020 0,000000913983 m 0,999987694553 0,000012305447 m 

262143 -11,29892057100 4,000020841590 -0,000020841587  0,999999678778 0,000000321222 m 

524287 -7,688878000440 4,000008228710 -0,000008228709  0,999999678778 0,000000321222  

1048575 -3,939334538310 4,000002621520 -0,000002621516  0,999999678778 0,000000321222  

2097151 -0,648468987200 4,000000528950 -0,000000528951 m 0,999999678778 0,000000321222  

4194303 2,318562955320 4,000000115330 -0,000000115334 m 0,999999678778 0,000000321222  

8388607 -20,40259523730 4,000005877000 -0,000005876997  1,000000802300 -0,000000802299  
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Нахождение нулей полинома 
x
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 Таблица 12 

Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

-1 1,042663573260 1,042663573260 1,957336426740 m 0,000000000000 1,000000000000 m 

0 -0,044855965228 0,216262990331 2,783737009670  1,570796326790 -0,570796326795 m 

2 2,884273603330 2,142838904820 0,857161095181 m 0,785398163397 0,214601836603 m 

6 0,991341037192 2,182265583210 0,817734416790 m 0,785398163397 0,214601836603  

14 8,095601323370 2,725687229610 0,274312770390 m 0,981747704247 0,018252295753 m 

30 4,862146897620 2,860135398470 0,139864601525 m 0,981747704247 0,018252295753  

62 2,471645581190 2,918110284070 0,081889715927 m 0,981747704247 0,018252295753  

126 -1,213013357580 2,934239422830 0,065760577168 m 1,006291396850 -0,006291396853 m 

254 1,525445914670 2,974320007000 0,025679993000 m 0,994019550550 0,005980449450 m 

510 -1257,971758150 2,990069329830 0,009930670166 m 1,000155473700 -0,000155473701 m 

1022 -29,24429282620 2,994866795710 0,005133204285 m 1,000155473700 -0,000155473701  

2046 -8,658600082900 2,997222133930 0,002777866066 m 1,000155473700 -0,000155473701  

4094 -2,412564322500 2,998260592930 0,001739407070 m 1,000155473700 -0,000155473701  

8190 0,627947602369 2,998843146180 0,001156853820 m 0,999771978504 0,000228021496  

16382 4,794801558210 2,999720068050 0,000279931946 m 0,999963726103 0,000036273897 m 

32766 2,414471291730 2,999836307950 0,000163692052 m 0,999963726103 0,000036273897  

65534 -1,458082736140 2,999876364800 0,000123635196 m 1,000011663000 -0,000011663003 m 

131070 1,317275089520 2,999946122190 0,000053877809 m 0,999987694553 0,000012305447  

262142 17,07979266820 2,999981578490 0,000018421514 m 0,999999678778 0,000000321222 m 

524286 11,66375632300 2,999990976500 0,000009023504 m 0,999999678778 0,000000321222  

1048574 7,368887204730 2,999995602430 0,000004397567 m 0,999999678778 0,000000321222  

2097150 4,341796553220 2,999997790350 0,000002209647 m 0,999999678778 0,000000321222  

4194302 2,060197266210 2,999998601250 0,000001398747 m 0,999999678778 0,000000321222  

8388606 2,253987936890 3,000000285680 -0,000000285680 m 1,000000053280 -0,000000053285 m 
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 Таблица 13 

Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

-2 1,057722887710 1,057722887710 1,942277112290 m 0,000000000000 1,000000000000 m 

-1 2,860903197790 1,739552468830 1,260447531170 m 0,000000000000 1,000000000000  

1 0,049743700745 2,192194815920 0,807805184077 m 0,785398163397 0,214601836603 m 

5 2,180238381380 2,468762965720 0,531237034282 m 0,785398163397 0,214601836603  

13 -4,863886454550 2,884226128770 0,115773871228 m 0,981747704247 0,018252295753 m 

29 -1,620453503920 2,892692626620 0,107307373378 m 0,981747704247 0,018252295753  

61 0,770168242637 2,925979408820 0,074020591182 m 0,981747704247 0,018252295753  

125 4,454827192780 2,970962605030 0,029037394967 m 0,981747704247 0,018252295753  

253 1,716367920540 2,980703124030 0,019296875974 m 0,994019550550 0,005980449450 m 

509 1261,213571990 3,026837123270 -0,026837123273  0,994019550550 0,005980449450  

1021 32,48610666140 3,002503742470 -0,002503742471 m 0,997087512126 0,002912487874 m 

2045 11,90041391810 2,999678811510 0,000321188486 m 0,998621492914 0,001378507086 m 

4093 5,654378157710 2,999253890300 0,000746109696  0,999388483307 0,000611516693 m 

8189 2,613866232840 2,999421159960 0,000578840035  0,999771978504 0,000228021496 m 

16381 -1,552987723000 2,999784188810 0,000215811187 m 0,999963726103 0,000036273897 m 

32765 0,827342543474 2,999853008210 0,000146991787 m 0,999963726103 0,000036273897  

65533 4,699896571350 2,999945204630 0,000054795369 m 0,999963726103 0,000036273897  

131069 1,924538745690 2,999962337360 0,000037662636 m 0,999987694553 0,000012305447 m 

262141 -13,83797883300 3,000001976800 -0,000001976796 m 0,999999678778 0,000000321222 m 

524285 -8,421942487800 2,999998622000 0,000001378000 m 0,999999678778 0,000000321222  

1048573 -4,127073369520 2,999997875370 0,000002124631  0,999999678778 0,000000321222  

2097149 -1,099982718010 2,999998179850 0,000001820148  0,999999678778 0,000000321222  

4194301 1,181616569000 2,999998799160 0,000001200840 m 0,999999678778 0,000000321222  

8388605 0,987825898324 3,000000363630 -0,000000363630 m 1,000000053280 -0,000000053285 m 
 

В третьих колонках табл. 10-15 приведены значения модулей комплексных кор-
ней, которые устанавливались по значениям подходящих дробей с использованием 

формулы r/φ-алгоритма: 

 n

n

i

iin QPr 



1

. 

Как уже отмечалось, r/φ-алгоритм не обеспечивает монотонной сходимости. Это 

замечание справедливо как в отношении модуля, так и аргумента комплексного числа, 

значение которого “восстанавливает” r/φ-алгоритм. Для аргумента известен способ 

определения “оптимальных” номеров подходящих дробей [546]. Если эти “оптималь-
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ные” номера расположить в порядке их возрастания, то вычисления аргумента при 

этом гарантируется со всё возрастающей точностью. 
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 Таблица 14 

Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

-3 0,504632450265 0,504632450265 1,495367549740 m 0,000000000000 1,000000000000 m 

-2 -0,293062586796 0,384563247406 1,615436752590  1,570796326790 -0,570796326795 m 

0 1,649509966900 1,279593540700 0,720406459299 m 0,785398163397 0,214601836603 m 

4 0,454305580855 1,316212423510 0,683787576493 m 0,785398163397 0,214601836603  

12 4,236603891350 1,779429209550 0,220570790445 m 0,981747704247 0,018252295753 m 

28 2,778239897700 1,885267739970 0,114732260029 m 0,981747704247 0,018252295753  

60 1,431704836120 1,931699975340 0,068300024660 m 0,981747704247 0,018252295753  

124 -1,335941468260 1,956247758310 0,043752241692 m 1,006291396850 -0,006291396853 m 

252 0,813887845903 1,978401128200 0,021598871798 m 0,994019550550 0,005980449450 m 

508 15,35298855250 1,992301053950 0,007698946049 m 1,000155473700 -0,000155473701 m 

1020 45,61535316930 1,996063348430 0,003936651569 m 1,000155473700 -0,000155473701  

2044 -12,71015105400 1,997921196610 0,002078803387 m 1,000155473700 -0,000155473701  

4092 -2,495636039830 1,998779375210 0,001220624788 m 1,000155473700 -0,000155473701  

8188 0,173990611565 1,998916916590 0,001083083411 m 0,999771978504 0,000228021496  

16380 2,743837798560 1,999768968780 0,000231031217 m 0,999963726103 0,000036273897 m 

32764 1,395892846640 1,999862976500 0,000137023504 m 0,999963726103 0,000036273897  

65532 -1,560280708830 1,999916460690 0,000083539314 m 1,000011663000 -0,000011663003 m 

131068 0,670355540163 1,999954374830 0,000045625174 m 0,999987694553 0,000012305447  

262140 6,903609350690 1,999985424570 0,000014575431 m 0,999999678778 0,000000321222 m 

524284 5,473616119010 1,999992795410 0,000007204593 m 0,999999678778 0,000000321222  

1048572 3,928564489010 1,999996435130 0,000003564871 m 0,999999678778 0,000000321222  

2097148 2,510607146090 1,999998169860 0,000001830142 m 0,999999678778 0,000000321222  

4194300 1,024841920880 1,999998834380 0,000001165622 m 0,999999678778 0,000000321222  

8388604 2,556931765020 1,999999953830 0,000000046169 m 1,000000053280 -0,000000053285 m 
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 Таблица 15 

Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

-4 0,854222638930 0,854222638930 1,145777361070 m 0,000000000000 1,000000000000 m 

-3 2,300218266990 1,401748379040 0,598251620960 m 0,000000000000 1,000000000000  

-1 0,295992632017 1,514636593510 0,485363406488 m 0,785398163397 0,214601836603 m 

3 1,685872833520 1,706255378300 0,293744621705 m 0,785398163397 0,214601836603  

11 -2,076874931820 1,925561309360 0,074438690643 m 0,981747704247 0,018252295753 m 

27 -0,617033204120 1,937753950470 0,062246049534 m 0,981747704247 0,018252295753  

59 0,729504387344 1,958517351410 0,041482648591 m 0,981747704247 0,018252295753  

123 3,497150691730 1,987489286240 0,012510713764 m 0,981747704247 0,018252295753  

251 1,347321377570 1,989478531600 0,010521468401 m 0,994019550550 0,005980449450 m 

507 -13,19177932910 2,003056947720 -0,003056947718 m 1,000155473700 -0,000155473701 m 

1019 -43,45414394580 2,003741256090 -0,003741256090  1,000155473700 -0,000155473701  

2043 14,87136027740 2,000730739140 -0,000730739142 m 0,998621492914 0,001378507086  

4091 4,656845263300 1,999751521230 0,000248478769 m 0,999388483307 0,000611516693  

8187 1,987218611910 1,999698434580 0,000301565422  0,999771978504 0,000228021496  

16379 -0,582628575084 1,999875249520 0,000124750482 m 0,999963726103 0,000036273897 m 

32763 0,765316376836 1,999917881430 0,000082118568 m 0,999963726103 0,000036273897  

65531 3,721489932300 1,999977364530 0,000022635471 m 0,999963726103 0,000036273897  

131067 1,490853683310 1,999979647880 0,000020352122 m 0,999987694553 0,000012305447 m 

262139 -4,742400127220 1,999999381550 0,000000618450 m 0,999999678778 0,000000321222 m 

524283 -3,312406895530 1,999998725710 0,000001274291  0,999999678778 0,000000321222  

1048571 -1,767355265530 1,999998689620 0,000001310378  0,999999678778 0,000000321222  

2097147 -0,349397922622 1,999998953410 0,000001046594  0,999999678778 0,000000321222  

4194299 1,136367302590 1,999999394760 0,000000605238 m 0,999999678778 0,000000321222  

8388603 -0,395722541546 2,000000151850 -0,000000151852 m 1,000000053280 -0,000000053285 m 
 

На рис. 11 и 12 показаны распределения подходящих дробей, представляющих 

комплексные корни уравнения (50) на различных интервалах: на начальном участке     

( 1501 ) и на промежутке 1501010 66  . Из сравнения графиков, показанных на рис. 11 

и  12, можно заключить, что характер распределения подходящих остаётся неизмен-
ным как на “начальном”, так и на “ удаленных ” интервалах. Однако, как будет пока-

зано далее, при решении r/φ - алгоритмом алгебраических уравнений зачастую для 

“начального” участка присуща неоднородность в следовании подходящих дробей. 
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Рис. 11. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (50). 
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Рис. 12. Графики “удаленных” подходящих дробей, представляющих  
корни уравнения (50). 
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В табл. 16-21 приведены результаты вычислений корней алгебраического уравне-

ния 

 0
11

1

9

1

7

1

5

1

3

1 23456  xxxxxx . (51) 

Надо отметить, что это уравнение в [540] решалось с использованием “упрощён-

ной формы QD-алгоритма”, однако вследствие численной неустойчивости, присущей, 

видимо, “упрощённой форме”, не удалось найти корни уравнения с приемлемой точ-
ностью. Как видно из табл. 16-21, вариант QD-алгоритма, который был назван “QD-

алгоритмом с отрицательными индексами” обеспечивает “стандартную” для r/φ-

алгоритма точность. 
Нахождение нулей полинома 

x
6
+x

5
+1/3x

4
+1/5x

3
+1/7x

2
+1/9x+1/11=0 

x1=0,774242674089e
-i2,860352840956

 Таблица 16 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

1 -0,666666666667 0,666666666667 0,107576007422 m -3,141592653590 0,281239812634 m 

2 -0,800000000000 0,730296743340 0,043945930749 m -3,141592653590 0,281239812634  

4 -0,793103448276 0,735138754875 0,039103919214 m -3,141592653590 0,281239812634  

8 0,713799366420 0,593924914906 0,180317759183  -2,748893571890 -0,111459269065 m 

16 -0,628709865926 0,754011542841 0,020231131248 m -2,945243112740 0,084890271784 m 

32 -1,450923026740 0,758032442803 0,016210231286 m -2,847068342320 -0,013284498640 m 

64 0,899214945630 0,750852996942 0,023389677147  -2,847068342320 -0,013284498640  

128 -0,599776470468 0,771157361885 0,003085312204 m -2,871612034920 0,011259193966 m 

256 -1,176548779620 0,772846839086 0,001395835003 m -2,859340188620 -0,001012652337 m 

512 -1,794828417180 0,772977574271 0,001265099818 m -2,859340188620 -0,001012652337  

1024 -0,088353571434 0,771670919296 0,002571754793  -2,862408150190 0,002055309238  

2048 -0,696437751968 0,774167123620 0,000075550469 m -2,860874169410 0,000521328451 m 

4096 -0,013259896715 0,773222138410 0,001020535679  -2,860874169410 0,000521328451  

8192 -0,682382716398 0,774220389343 0,000022284746 m -2,860490674210 0,000137833254 m 

16384 0,561396978032 0,774138290576 0,000104383513  -2,860298926610 -0,000053914345 m 

32768 -0,619560183160 0,774232341133 0,000010332956 m -2,860394800410 0,000041959454 m 

65536 -1,374433050330 0,774235257435 0,000007416654 m -2,860346863510 -0,000005977445 m 

131072 2,645916175790 0,774233212845 0,000009461244  -2,860346863510 -0,000005977445  

262144 -0,553831008429 0,774240624290 0,000002049799 m -2,860358847740 0,000006006780  

524288 -0,985048674980 0,774242323882 0,000000350207 m -2,860352855620 0,000000014667 m 

1048576 -0,981428837526 0,774242502413 0,000000171676 m -2,860352855620 0,000000014667  

2097152 -0,972981142487 0,774242592575 0,000000081514 m -2,860352855620 0,000000014667  

4194304 -0,951758462682 0,774242639321 0,000000034768 m -2,860352855620 0,000000014667  

8388608 -0,815754462399 0,774242678317 -0,000000004228 m -2,860352855620 0,000000014667  

 

Нахождение нулей полинома 
x

6
+x

5
+1/3x

4
+1/5x

3
+1/7x

2
+1/9x+1/11=0 
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 Таблица 17 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 0,266666666667 0,266666666667 0,507576007422 m 0,000000000000 2,860352840960 m 

1 0,657142857143 0,418614494778 0,355628179311 m 0,000000000000 2,860352840960  

3 0,812157993730 0,550862215589 0,223380458500 m 0,000000000000 2,860352840960  

7 -2,214278568060 0,782080983744 -0,007838309655 m 1,570796326790 1,289556514160 m 

15 -0,969217041319 0,695149668897 0,079093005192  2,159844949340 0,700507891613 m 

31 -0,036176823869 0,760919256615 0,013323417474  2,454369260620 0,405983580339 m 

63 -2,386860499220 0,777293263115 -0,003050589026 m 2,699806186680 0,160546654277 m 

127 -0,887872094572 0,764592411369 0,009650262720  2,773437264500 0,086915576459 m 

255 -0,311099785428 0,771282033233 0,002960640856 m 2,810252803410 0,050100037550 m 

511 0,307179852131 0,773965788119 0,000276885970 m 2,834796496010 0,025556344943 m 

1023 -1,399294993610 0,773770471984 0,000472202105  2,850136303890 0,010216537065 m 

2047 -0,791210813078 0,773574855888 0,000667818201  2,854738246260 0,005614594701 m 

4095 -1,474388668330 0,774143290365 0,000099383724 m 2,857806207830 0,002546633125 m 

8191 -0,805265848648 0,774077134834 0,000165539255  2,858956693420 0,001396147534 m 

16383 -2,049045543080 0,774243921031 -0,000001246942 m 2,859723683820 0,000629157140 m 

32767 -0,868088381886 0,774203765573 0,000038908516  2,860011305210 0,000341535743 m 

65535 -0,113215514716 0,774234882818 0,000007791271  2,860155115910 0,000197725044 m 

131071 -4,133564740840 0,774248400376 -0,000005726287  2,860274958160 0,000077882795 m 

262143 -0,933817556617 0,774238237325 0,000004436764  2,860310910840 0,000041930120 m 

524287 -0,502599890066 0,774240631276 0,000002042814  2,860328887170 0,000023953783 m 

1048575 -0,506219727520 0,774241646462 0,000001027627 m 2,860340871400 0,000011969558 m 

2097151 -0,514667422559 0,774242153327 0,000000520762 m 2,860346863510 0,000005977445 m 

4194303 -0,535890102364 0,774242405547 0,000000268542 m 2,860349859570 0,000002981389 m 

8388607 -0,671894102647 0,774242524475 0,000000149614 m 2,860351357600 0,000001483361 m 



ГЛАВА III 
 

210 

На рис. 13 и 14 приведены графики подходящих дробей, представляющих три па-

ры комплексно-сопряжённых корней уравнения (51).  

На рис. 13 изображены графики на начальном участке. На следующем рисунке 

даны подходящие дроби с порядковыми номерами 1501010 66  . На начальном участ-

ке, где расположены подходящие дроби с номерами от 1 до 150, достаточно регулярно 

ведут себя графики, представляющие первую пару комплексных корней уравнения 

(51). Графики же подходящих дробей двух других пар комплексных корней весьма 

хаотичны. 
 

Нахождение нулей полинома 
x

6
+x

5
+1/3x

4
+1/5x
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+1/7x

2
+1/9x+1/11=0 

x3=0,624755870301e
-i1,872916424557

 Таблица 18 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

-1 0,114285714286 0,114285714286 0,510470156015 m 0,000000000000 -1,872916424560 m 

0 0,253968253968 0,170367084000 0,454388786301 m 0,000000000000 -1,872916424560  

2 -32,048332458100 0,784464654137 -0,159708783836 m -0,785398163397 -1,087518261160 m 

6 -0,346181586570 0,570122557202 0,054633313099 m -0,785398163397 -1,087518261160  

14 -0,233983924362 0,608528388750 0,016227481550 m -0,785398163397 -1,087518261160  

30 1,199070996600 0,630320685824 -0,005564815524 m -0,785398163397 -1,087518261160  

62 1,582854236600 0,638736932600 -0,013981062300  -0,785398163397 -1,087518261160  

126 0,327510811727 0,624605937732 0,000149932568 m -0,785398163397 -1,087518261160  

254 -0,638814206965 0,622706517156 0,002049353144  -0,809941856004 -1,062974568550 m 

510 1,328946304040 0,624733582146 0,000022288154 m -0,914252549580 -0,958663874977 m 

1022 1,389918133420 0,624633443142 0,000122427159  -1,362174939640 -0,510741484914 m 

2046 -0,472998523331 0,624665604830 0,000090265471  -1,618349731220 -0,254566693337 m 

4094 -0,370739585061 0,624684629679 0,000071240622  -1,745670136610 -0,127246287943 m 

8190 -0,183941903392 0,624670294159 0,000085576142  -1,809330339310 -0,063586085246 m 

16382 0,231375561168 0,624714233754 0,000041636547  -1,840968693060 -0,031947731496 m 

32766 -2,483578200480 0,624757765636 -0,000001895336 m -1,856979617530 -0,015936807022 m 

65534 1,021239680720 0,624753751713 0,000002118588  -1,864937142870 -0,007979281685 m 

131070 -0,379559305668 0,624753735395 0,000002134906  -1,868939873990 -0,003976550566 m 

262142 -0,200393090374 0,624753397067 0,000002473234  -1,870929255320 -0,001987169232 m 

524286 0,183667627412 0,624754333222 0,000001537078 m -1,871917953880 -0,000998470677 m 

1048574 -4,388736503570 0,624755915023 -0,000000044723 m -1,872418295270 -0,000498129288 m 

2097150 0,483412144151 0,624755653955 0,000000216345  -1,872666967940 -0,000249456621 m 

4194302 0,330457915747 0,624754946977 0,000000923324  -1,872792053280 -0,000124371273 m 

8388606 4,328763043120 0,624756428902 -0,000000558601  -1,872853846940 -0,000062577614 m 

 

Нахождение нулей полинома 
x
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+x

5
+1/3x
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 Таблица19 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

-2 0,063492063492 0,063492063492 0,561263806808 m 0,000000000000 1,872916424560 m 

-1 0,161616161616 0,101298290186 0,523457580114 m 0,000000000000 1,872916424560  

1 30,520913979500 2,011017820060 -1,386261949760  0,785398163397 1,087518261160 m 

5 2,191612753020 0,679158382932 -0,054402512631 m 0,785398163397 1,087518261160  

13 1,127937383900 0,684187958489 -0,059432088188  1,178097245100 0,694819179461 m 

29 0,225106653004 0,611407132403 0,013348737898 m 0,981747704247 0,891168720310  

61 -0,746614043318 0,644691373368 -0,019935503068  1,325359400730 0,547557023824 m 

125 1,606854105840 0,629632078394 -0,004876208093 m 1,251728322910 0,621188101642  

253 1,042336763770 0,623958325853 0,000797544447 m 1,325359400730 0,547557023824  

509 3,358654756520 0,626075622022 -0,001319751721  1,435806017460 0,437110407096 m 

1021 -1,732030217550 0,625241597094 -0,000485726793 m 1,622951673580 0,249964750974 m 

2045 0,085220330957 0,624737593462 0,000018276839 m 1,747204117400 0,125712307155 m 

4093 -0,001057645762 0,624743709053 0,000012161248 m 1,810097329710 0,062819094852 m 

8189 -0,187844034999 0,624746257357 0,000009612943 m 1,841543935860 0,031372488700 m 

16381 -0,603161466728 0,624758659074 -0,000002788774 m 1,857267238930 0,015649185624 m 

32765 2,111792294920 0,624779802436 -0,000023932135  1,865033016670 0,007883407886 m 

65533 -1,393025586280 0,624762430612 -0,000006560311  1,869011779340 0,003904645217 m 

131069 0,007773400107 0,624755508336 0,000000361965 m 1,870953223770 0,001963200782 m 

262141 -0,171392815187 0,624755568323 0,000000301977 m 1,871935930220 0,000980494340 m 

524285 -0,555453532973 0,624755909161 -0,000000038860 m 1,872427283440 0,000489141119 m 

1048573 4,016950598010 0,624756957039 -0,000001086739  1,872669963990 0,000246460565 m 

2097149 -0,855198049712 0,624755905647 -0,000000035347 m 1,872794300330 0,000122124231 m 

4194301 -0,702243821307 0,624755091393 0,000000778907  1,872855719480 0,000060705079 m 

8388605 -4,700548948680 0,624756570642 -0,000000700342  1,872885680040 0,000030744516 m 
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Обращает внимание, что во всех трёх парах комплексно-сопряжённых корней 

уравнения (51) модули находятся на порядок точнее, чем аргумент корней. 
 

Нахождение нулей полинома 
x

6
+x

5
+1/3x

4
+1/5x
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+1/7x

2
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 Таблица 20 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

-3 0,040404040404 0,040404040404 0,582923344234 m 0,000000000000 0,810146223036 m 

-2 -17,022727272700 0,829329223237 -0,206001838599 m 1,570796326790 -0,760650103759 m 

0 0,215620631747 1,653778265960 -1,030450881320  0,785398163397 0,024748059639 m 

4 -0,515851114259 0,616170144583 0,007157240055 m 1,178097245100 -0,367951022060  

12 -0,045704235179 0,625387764903 -0,002060380265 m 1,374446785950 -0,564300562909  

28 -1,016704957490 0,645577673804 -0,022250289166  1,668971097220 -0,858824874183  

60 -19,335634087900 0,637860636668 -0,014533252030  1,767145867640 -0,956999644608  

124 -1,173354412470 0,633020259515 -0,009692874877  1,816233252860 -1,006087029820  

252 7,184876204580 0,625746792439 -0,002419407801  1,718058482430 -0,907912259396  

508 -4,806175737900 0,628314030523 -0,004986645885  1,613747788860 -0,803601565819  

1020 -0,690100004448 0,623940301241 -0,000612916603 m 1,374446785950 -0,564300562909  

2044 -0,715689612426 0,623749192422 -0,000421807784 m 1,092194320970 -0,282048097938  

4092 15,782448847700 0,623627025051 -0,000299640413 m 0,951068088489 -0,140921865453  

8188 0,813260799914 0,623499219058 -0,000171834420 m 0,880504972246 -0,070358749210  

16380 -0,229174213464 0,623353735870 -0,000026351232 m 0,845415161723 -0,035268938687  

32764 -0,656292243012 0,623353214136 -0,000025829498 m 0,827774382663 -0,017628159627 m 

65532 23,598517731500 0,623346021077 -0,000018636439 m 0,818953993132 -0,008807770096 m 

131068 0,828301893816 0,623338137086 -0,000010752448 m 0,814543798367 -0,004397575331 m 

262140 -0,179656810905 0,623328584218 -0,000001199580 m 0,812350685210 -0,002204462173 m 

524284 -0,466127062018 0,623328790797 -0,000001406159  0,811248136518 -0,001101913482 m 

1048572 -3,116556199900 0,623328466287 -0,000001081649 m 0,810696862173 -0,000550639136 m 

2097148 1,167129040350 0,623328058524 -0,000000673886 m 0,810421225000 -0,000275001964 m 

4194300 0,260160707415 0,623327592832 -0,000000208194 m 0,810283406413 -0,000137183377 m 

8388604 0,245946671942 0,623327523168 -0,000000138530 m 0,810214871627 -0,000068648591 m 

 

Нахождение нулей полинома 
x

6
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 Таблица 21 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

-4 -0,818181818182 0,818181818182 -0,194854433544 m -3,141592653590 2,331446430550 m 

-3 15,750000000000 3,589758158480 -2,966430773840  -1,570796326790 0,760650103759 m 

-1 0,292743301342 1,122306611030 -0,498979226389  -0,785398163397 -0,024748059639 m 

3 -0,829100850557 0,718069016690 -0,094741632052 m -1,178097245100 0,367951022060  

11 -0,250322317117 0,660483126861 -0,037155742223 m -1,570796326790 0,760650103759  

27 0,079627158492 0,647832007148 -0,024504622510 m -1,668971097220 0,858824874183  

59 18,987039448200 0,669987534473 -0,046660149835  -1,767145867640 0,956999644608  

123 -0,273361940058 0,631639212706 -0,008311828068 m -1,840776945460 1,030630722430  

251 -7,100750196340 0,631146513645 -0,007819129007 m -1,754874021340 0,944727798305  

507 0,606223242385 0,625767013046 -0,002439628408 m -1,423534171160 0,613387948122  

1019 1,519860653620 0,624601293839 -0,001273909201 m -1,116738013580 0,306591790545  

2043 1,591116369850 0,624045241462 -0,000717856824 m -0,963339934792 0,153193711756  

4091 -14,923003051800 0,624069509860 -0,000742125222  -0,887407885792 0,077261662756  

8187 0,046173703524 0,623450537828 -0,000123153189 m -0,848674870898 0,038528647861  

16379 1,088608684070 0,623400327627 -0,000072942989 m -0,829308363451 0,019162140414 m 

32763 1,515726713620 0,623371215877 -0,000043831239 m -0,819720983526 0,009574760490 m 

65531 -22,739083260900 0,623377652198 -0,000050267559  -0,814975230464 0,004829007428 m 

131067 0,031132576791 0,623335164817 -0,000007780179 m -0,812554417033 0,002408193997 m 

262139 1,039091281510 0,623331828438 -0,000004443799 m -0,811344010318 0,001197787281 m 

524283 1,325561532620 0,623329944469 -0,000002559831 m -0,810744799072 0,000598576036 m 

1048571 3,975990670500 0,623329424437 -0,000002039799 m -0,810445193450 0,000298970413 m 

2097147 -0,307694569747 0,623327985796 -0,000000601158 m -0,810296888666 0,000150665630 m 

4194299 0,599273763192 0,623327606032 -0,000000221394 m -0,810221238247 0,000075015210 m 

8388603 0,613487798665 0,623327535529 -0,000000150891 m -0,810183787544 0,000037564508 m 
 

Сравним графики, показанные на рис. 13 и рис. 14, где изображены, соответст-

венно, подходящие дроби на начальном участке и на интервале, удалённом от началь-

ного участка на миллион подходящих. Графики подходящих дробей, связанных с пер-

вой парой комплексных корней практически неразличимы на обоих изучаемых интер-

валах. Графики подходящих дробей, которые представляли две другие комплексные 

пары, на удалённом интервале обрели регулярность (рис. 14), что отсутствовало на на-

чальном участке (рис. 13). Поэтому можно рекомендовать при применении r/φ-

алгоритма не использовать значения подходящих дробей на начальном участке. 
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Рис. 13. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (51). 
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     Рис. 14. Графики “удаленных”подходящих дробей, представляющих корни уравнения (51).
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3.6. Модификация метода Рутисхаузера – Никипорца 
 

При вычислении значений корней полинома при помощи модифицированного 

«прогрессивного» QD-алгоритма используются следующие формулы: 
( 1) ( ) ( ) ( )

1

i i i i

m m m mx x e e

   , 2,3,..., 1m n  , 

 
( 1) ( ) ( )

1 1 1

i i ix x e   , ( 1) ( ) ( )

1

i i i

n n nx x e

  , 

( 1)
( 1) ( ) 1

( 1)

i
i i m

m m i

m

x
e e

x


 


 , 1,2,..., 1m n  .                                        (52) 

В качестве начальных условий выбираются величины: 
(0)

1 1x   , (0) 0mx  , 2,3,...,m n ,                                        (53) 

(0) 1m
m

m

e



 , 1,2,..., 1m n  . 

На рис. 15 показана схема используемого варианта «прогрессивного» QD-алгоритма. 

 
                    Рис. 15. Граф варианта “прогрессивного” QD – алгоритма. 

Так, например, для уравнения 4-й степени  
4 3 2

1 2 3 4 0x x x x         

начальные условия будут иметь вид: 

(0)

1 1x   , (0)

2 0x  , (0)

3 0x  , (0)

4 0x  ,   (0) 2
1

1

e



 , (0) 3

2

2

e



 , (0) 4

3

3

e



 . 

Сначала определяются все значения 
( )i

mx  на i шаге, а далее из них рассчиты-

ваются 
( )i

me . 

 

Запишем несколько этапов вычислений. 
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Шаг 1: 

(1) (0) (0) 2
1 1 1 1

1

x x e





     ,       (1) (0) (0) (0) 3 2
2 2 2 1

2 1

x x e e
 

 
     ,

 

(1) (0) (0) (0) 34
3 3 3 2

3 2

x x e e
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4 4 3

3

x x e



    .

 

 

2(1)
(1) (0) 2 1 32
1 1 (1) 2

1 1 1 2
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e e
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1 3 4 2(1) (0) 3

2 2 (1) 2
2 2 2 3 1

x
e e

x

   

   


 

  

(1) 2
(1) (0) 4 2 4
3 3 (1) 2

3 3 3 4 2

x
e e
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.
 

Шаг 2: 
(2) (1) (1)

1 1 1x x e  ,      (2) (1) (1) (1)

2 2 2 1x x e e   ,      (2) (1) (1) (1)

3 3 3 2x x e e   ,       (2) (1) (1)

4 4 3x x e  ,
 

(2)
(2) (1) 2
1 1 (2)

1

x
e e

x
 ,       

(2)
(2) (1) 3
2 2 (2)

2

x
e e

x
 ,       

(2)
(2) (1) 4
3 3 (2)

3

x
e e

x
 .

 

Шаг 3: 

 
(3) (2) (2) (2)

2 2 2 1x x e e   ,
 

(3) (2) (2) (2)

3 3 3 2x x e e   ,
 

(3) (2) (2)

4 4 3x x e  ,
(3)

(3) (2) 2
1 1 (3)

1

x
e e

x
 ,       

(3)
(3) (2) 3
2 2 (3)

2

x
e e

x
 ,      

(3)
(3) (2) 4
3 3 (3)

3

x
e e

x
 .

 

Далее вычисления производятся аналогично. 

Для вычисления комплексных корней алгебраического уравнения необходимо ис-

пользовать /r  –алгоритм. Модуль и аргумент искомого комплексного числа опреде-

ляются здесь формулами: 

                   
 

1

lim
m

p

i i
m

p

r x




  ,
                                                     (54) 

                                                     

 

lim

m

i
i

m

k

m
 


 ,                                        

где 
 p

ix - р-я подходящая дробь, представляющая i-й корень уравнения, 

 m

ik - число отрицательных подходящих дробей для i – го корня из m подходящих дро-

бей. 

Для примера рассмотрим решение уравнения 

11 10 9 8 7 6 5 4 3 21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
x x x x x x x x x x x           

          

(56) 

методом Рутисхаузера-Никипорца. 

Начальные условия для рассматриваемого уравнения будут иметь следующие 

значения: 

(0)

1

1

2
x   , (0) 0mx  , 2,3,...,11m  , 

(0)

1

2

3
e  ,  (0)

2

3

4
e  , …., (0)

10

11

12
e  . 

(55) 
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На рис. 16 показаны графики распределения подходящих непрерывных дробей 
( )m
ix , которые представляют корни алгебраического уравнения (56). Из графиков вид-

но, что x
11

 – вещественный корень. Также из графиков можно заключить, что уравне-

ние (56) имеет пять пар комплексно-сопряжённых корней. «Периодичность» в распо-

ложении подходящих для xi чётко видна в правой половине графиков, представленных 

на рис. 16. 

 

 

Рис. 16. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (56). 
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Рис. 16 (продолжение). Графики подходящих дробей, представляющих  

корни уравнения (56). 
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Рис. 16 (окончание). Графики подходящих дробей, представляющих  

корни уравнения (56). 

В табл. 22 – 27 приведены результаты вычисления первых трех пар  комплексно-

сопряженных корней уравнения (56), найденных при помощи алгоритма Рутисхаузе-

ра– Никипорца с учетом числа подходящих дробей, равных степени “2”. 
 

x1= 0,825426601839e
i 0,456940190349                                                                Таблица 22 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0-ri 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0 - φi 
128 0,856370612311 0,845105032261 -0,019678430422 0,424539547782 0,032400642567 

256 16,143892048442 0,825785447265 -0,000358845426 0,456958931431 -0,000018741082 

512 1,123631143666 0,826954794360 -0,001528192521 0,455195135081 0,001745055268 

1024 0,455119840748 0,825433239778 -0,000006637939 0,454571284281 0,002368906068 

2048 0,553668217148 0,825564163972 -0,000137562133 0,455908182739 0,001032007610 

4096 0,706616451970 0,825567329958 -0,000140728119 0,456531067263 0,000409123086 

8192 1,028537277040 0,825510151203 -0,000083549364 0,456832014064 0,000108176285 

16384 0,233171968534 0,825377907111 0,000048694728 0,456787147631 0,000153042718 

32768 0,118598000966 0,825381628314 0,000044973525 0,456861042625 0,000079147724 

65536 -0,275773576857 0,825409693152 0,000016908687 0,456945839553 -0,000005649204 

131072 14,164753886741 0,825427091119 -0,000000489280 0,456940179442 0,000000010907 

262144 1,116765194917 0,825429065048 -0,000002463209 0,456937352336 0,000002838013 

 

x2=0,825426601839e
-i 0,456940190349                                                                          Таблица 23 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0-ri 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0 - φi 
256 -14,664188997090 0,844450967957 -0,019024366118 -0,459745266379 0,002805076030 

512 0,357854174564 0,824184302406 0,001242299433 -0,455903947091 -0,001036243258 

1024 1,026366880816 0,824775244209 0,000651357630 -0,454843380823 -0,002096809526 

2048 0,927818504413 0,825070650084 0,000355951755 -0,456064103237 -0,000876087112 

4096 0,774870269591 0,825231107454 0,000195494385 -0,456613012482 -0,000327177867 

8192 0,452949444521 0,825354859349 0,000071742490 -0,456873878894 -0,000066311455 

16384 1,248314753027 0,825406109723 0,000020492116 -0,456807792778 -0,000132397571 

32768 1,362888720595 0,825420019766 0,000006582073 -0,456871418230 -0,000068772119 

65536 1,757260298418 0,825428416468 -0,000001814629 -0,456903036878 -0,000037153471 

131072 -12,683267165180 0,825443398339 -0,000016796500 -0,456942790823 0,000002600474 

262144 0,364721526644 0,825424773835 0,000001828004 -0,456938656910 -0,000001533439 
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x3= 0,803117455831e
i
 
1,001199006778                                                                          Таблица 24 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0-ri 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0 - φi 
512 -2,280021596471 0,806765010965 -0,003647555134 0,997114190052 0,004084816726 

1024 2,607558659957 0,804604602025 -0,001487146194 0,999212757746 0,001986249032 

2048 0,570672482167 0,803593796442 -0,000476340611 0,999759383532 0,001439623246 

4096 2,199279604916 0,803409813296 -0,000292357465 1,000795771922 0,000403234856 

8192 0,482147444613 0,803208454960 -0,000090999129 1,000861376365 0,000337630413 

16384 1,375929997324 0,803187670319 -0,000070214488 1,001087560897 0,000111445881 

32768 0,114092330070 0,803101563195 0,000015892636 1,001101001969 0,000098004809 

65536 0,380439854952 0,803125565148 -0,000008109317 1,001155779437 0,000043227341 

131072 0,945472447856 0,803125717846 -0,000008262015 1,001182991011 0,000016015767 

262144 -0,722133903349 0,803119357446 -0,000001901615 1,001196552841 0,000002453937 
 

x4= = 0,803117455831e
-i
 
1,001199006778                                                                     Таблица 25 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0-ri 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0 -φi 
512 3,145523522689 0,805658148060 -0,002540692229 -0,987749655277 -0,013449351501 

1024 -1,741305706103 0,803668283995 -0,000550828164 -1,000561223006 -0,000637783772 

2048 0,295558743191 0,802805509697 0,000311946134 -1,000325819443 -0,000873187335 

4096 -1,333048379460 0,803185355162 -0,000067899331 -1,001058241309 -0,000140765469 

8192 0,384083780843 0,803046038605 0,000071417226 -1,000987923511 -0,000211083267 

16384 -0,509698771868 0,803109166408 0,000008289423 -1,001149736387 -0,000049270391 

32768 0,752138895386 0,803102486140 0,000014969691 -1,001131819300 -0,000067187478 

65536 0,485791370504 0,803108804314 0,000008651517 -1,001171122115 -0,000027884663 

131072 -0,079241222399 0,803114513403 0,000002942428 -1,001190645959 -0,000008360819 

262144 1,588365128806 0,803117384671 0,000000071160 -1,001188379054 -0,000010627724 
 

x5= 0,793437553091e
i
 
1,538839963489                                                        Таблица 26 

Номер 

дроби, 
i 

Значения 

подходящих 
дробей 

Значение 

модуля, 
ri 

Погрешность 

модуля, 
r0-ri 

Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 

аргумента, 
φ0 -φi 

1024 0,608381596801 0,795725006843 -0,002287453752 1,532064362573 0,006775600916 

2048 -1,885423103804 0,794258193478 -0,000820640387 1,538000723140 0,000839240349 

4096 5,934520784572 0,793789467688 -0,000351914597 1,538347522837 0,000492440652 

8192 0,345563212352 0,793503124428 -0,000065571337 1,538475414721 0,000364548768 

16384 5,178461769283 0,793514348854 -0,000076795763 1,538731104480 0,000108859009 

32768 0,310509549331 0,793450656739 -0,000013103648 1,538753236258 0,000086727231 

65536 3,414538945359 0,793456014596 -0,000018461505 1,538812388763 0,000027574726 

131072 0,178581191950 0,793437672195 -0,000000119104 1,538817427087 0,000022536402 

262144 1,352889275418 0,793441786197 -0,000004233106 1,538831941630 0,000008021859 
 

x6= 0,793437553091e
-i
 
1,538839963489                                                                                                                Таблица 27 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0-ri 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0 - φi 
1024 -0,560908404893 0,790920736131 0,002516816960 -1,536273330602 -0,002566632887 

2048 1,936146087101 0,793207766367 0,000229786724 -1,536845397541 -0,001994565948 

4096 -5,883818657794 0,793589152295 -0,000151599204 -1,538795237483 -0,000044726006 

8192 -0,294861085546 0,793302161778 0,000135391313 -1,538679673273 -0,000160290216 

16384 -5,127759642477 0,793463909687 -0,000026356596 -1,538828963238 -0,000011000251 

32768 -0,259807422524 0,793405426725 0,000032126366 -1,538801160552 -0,000038802937 

65536 -3,363836818552 0,793438999338 -0,000001446247 -1,538836108049 -0,000003855440 

131072 -0,127879065143 0,793429384926 0,000008168165 -1,538829226748 -0,000010736741 

262144 -1,302187148612 0,793435450039 0,000002103052 -1,538837826625 -0,000002136864 

 

В табл. 28 приведены результаты вычисления всех комплексных корней уравне-

ния (56) методом   Рутисхаузера – Никипорца при использовании 262144 подходящих 

дробей. 



ГЛАВА III 
 

220 

                                                                                                    Таблица 28 

Номер 
корня 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0‒ri 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0 ‒ φi 

x1 0,825429065048 -0,000002463209 0,456937352336 0,000002838013 

x2 0,825424773835 0,000001828004 -0,456938656910 -0,000001533439 

x3 0,803119357446 -0,000001901615 1,001196552841 0,000002453937 

x4 0,803117384671 0,000000071160 -1,001188379054 -0,000010627724 

x5 0,793441786197 -0,000004233106 1,538831941630 0,000008021859 

x6 0,793435450039 0,000002103052 -1,538837826625 -0,000002136864 

x7 0,788344701400 0,000002516973 2,074006033078 0,000002785567 

x8 0,788348270999 -0,000001052626 -2,074013993125 0,000005174480 

x9 0,785766735307 0,000001486384 2,608035936604 0,000000984810 

x10 0,785770848718 -0,000002627027 -2,608046034429 0,000009113015 

Из табл. 22-27 видно, что точность вычислений комплексно – сопряженных кор-

ней при использовании  r/алгоритма, то есть формул (54) и (55) растет не монотон-

но, а асимптотически.  

В табл. 29 и 30 приведены результаты вычислений первой пары комплексных 

корней уравнения (56), проведённые по алгоритму Рутисхаузера с использованием 

r/алгоритма, причем, счет всякий раз заканчивался на подходящей дроби, которая 

обеспечивала все более высокую точность в определении модуля или аргумента ком-

плексных корней. 

Подходящие дроби, обеспечивающие минимальную погрешность  

при нахождении корней уравнения (56)           

x1= 0,825426601839ei0,456940190349(32/5·105)       (47/5·105)                                     Таблица 29
 

Номер 
дроби, 

i 

Значения подходя-

щих дробей 

Значение модуля, 

ri 

Погрешность моду-
ля, 

r0‒ri 

Номер дро-
би, 

i 

Значения подходя-

щих дробей 

Значение аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0 ‒ φi 

92 1,748288608906 1,748288608906 -0,922862007067 92 1,748288608906 0,000000000000 0,456940190349 

93 1,057987226873 1,360024638420 -0,534598036581 97 -0,225256697625 0,523598775598 -0,066658585250 

94 0,626450490050 1,050332414569 -0,224905812731 98 4,603222029519 0,448798950513 0,008141239836 

95 0,596001495733 0,911605451898 -0,086178850059 112 3,187456387990 0,448798950513 0,008141239836 

96 0,387128927720 0,768098038402 0,057328563437 125 -1,232960285667 0,461998919646 -0,005058729297 

98 4,603222029519 0,832536482327 -0,007109880488 132 -3,893729750860 0,459745266379 -0,002805076030 

130 0,492350517322 0,827745904627 -0,002319302788 139 -9,591033570563 0,458148928649 -0,001208738300 

139 -9,591033570563 0,825866392681 -0,000439790842 146 41,155454418202 0,456958931431 -0,000018741083 

146 41,155454418202 0,825792504227 -0,000365902388 366 18,518344465237 0,456958931431 -0,000018741083 

199 0,440064029138 0,825106199300 0,000320402539 1638 7,500697316787 0,456922008441 0,000018181908 

249 -9,694806469504 0,825153702738 0,000272899101 1693 7,632941121776 0,456923276084 0,000016914265 

254 0,445996503359 0,825311772638 0,000114829201 1748 7,770447013883 0,456924459575 0,000015730774 

309 0,447362598714 0,825350405554 0,000076196285 1803 7,913535752808 0,456925567023 0,000014623325 

364 0,447812262965 0,825370437326 0,000056164513 1858 8,062554708883 0,456926605531 0,000013584818 

419 0,448381360182 0,825385271083 0,000041330756 1913 8,217880681087 0,456927581340 0,000012609009 

  

584 0,450237996401 0,825410187216 0,000016414623 2903 12,830560909516 0,456938618534 0,000001571814 

639 0,450851602002 0,825415123272 0,000011478567 2958 13,259300689930 0,456939008213 0,000001182136 

694 0,451464343664 0,825419151352 0,000007450487 3013 13,719538578662 0,456939383222 0,000000807126 

749 0,452076083547 0,825422498736 0,000004103103 3068 14,214879130062 0,456939744375 0,000000445974 

804 0,452686817706 0,825425323009 0,000001278830 3123 14,749498703680 0,456940092425 0,000000097923 

859 0,453296556501 0,825427736601 -0,000001134763 6210 15,156711120725 0,456940261758 -0,000000071409 

2071 -31,166196446794 0,825426911032 -0,000000309193 9242 14,989144312193 0,456940205653 -0,000000015304 

3891 0,453121026736 0,825426696132 -0,000000094293 12274 14,825425778543 0,456940177474 0,000000012875 

6923 0,452945414628 0,825426579113 0,000000022726 21425 14,902179825073 0,456940189561 0,000000000788 

8190 -29,989602364170 0,825426584123 0,000000017715 94578 14,951738534144 0,456940191119 -0,000000000771 

16074 0,453028260100 0,825426607284 -0,000000005446 115912 14,942417736941 0,456940190832 -0,000000000484 

29524 -30,033255554774 0,825426597952 0,000000003887 137246 14,933109150470 0,456940190634 -0,000000000286 

37408 0,453018318141 0,825426603392 -0,000000001553 158580 14,923812750748 0,456940190490 -0,000000000141 

58742 0,453008375918 0,825426602331 -0,000000000492 179914 14,914528513853 0,456940190380 -0,000000000031 

80076 0,452998433431 0,825426601836 0,000000000002 381071 14,908334342973 0,456940190334 0,000000000015 
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x2= 0,825426601839e -i 0,456940190349(36/5·105)      (46/5·105)                                   Таблица 30
 

Номер 

дроби, 
i 

Значения 

подходящих дробей 

Значение модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 
r0-ri 

Номер 

дроби, 
i 

Значения 

подходящих дробей 

Значение аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 
φ0 - φi 

134 0,421172232845 0,421172232845 0,404254368993 134 0,421172232845 0,000000000000 -0,456940190349 

135 0,665672453807 0,529492921306 0,295933680532 140 -0,071851143765 -0,448798950513 -0,008141239836 

136 0,842505033357 0,618155314009 0,207271287830 154 0,173515866582 -0,448798950513 -0,008141239836 

137 1,024280054369 0,701338829563 0,124087772276 167 -1,035514354746 -0,461998919646 0,005058729297 

138 1,408804725631 0,806329348409 0,019097253430 174 -0,683485055893 -0,459745266379 0,002805076030 

140 -0,071851143765 0,829476768467 -0,004050166628 181 -0,422874832878 -0,458148928649 0,001208738300 

188 -0,178384745064 0,825805189954 -0,000378588115 188 -0,178384745064 -0,456958931431 0,000018741083 

195 -0,081725242039 0,825149727317 0,000276874522 408 -0,219514601064 -0,456958931431 0,000018741083 

305 -0,070682998083 0,825180644049 0,000245957790 1680 -0,130929168810 -0,456922008441 -0,000018181908 

317 1,657185840613 0,825661322018 -0,000234720179 1735 -0,133461332678 -0,456923276084 -0,000016914265 

360 -0,073603644302 0,825254921535 0,000171680304 1790 -0,136006058298 -0,456924459575 -0,000015730774 

415 -0,075975399965 0,825295722448 0,000130879391 1845 -0,138563444825 -0,456925567023 -0,000014623325 

470 -0,078216882713 0,825322575893 0,000104025945 1900 -0,141133592458 -0,456926605531 -0,000013584818 

525 -0,080488877829 0,825342030260 0,000084571578 1955 -0,143716602454 -0,456927581340 -0,000012609009 

580 -0,082779518189 0,825356739110 0,000069862729 2010 -0,146312577140 -0,456928499963 -0,000011690386 

  

965 -0,099110859139 0,825405413378 0,000021188461 2945 -0,192532390267 -0,456938618534 -0,000001571814 

1020 -0,101488292563 0,825408942333 0,000017659506 3000 -0,195380538121 -0,456939008213 -0,000001182136 

1075 -0,103877087756 0,825412065125 0,000014536714 3055 -0,198243818709 -0,456939383222 -0,000000807126 

1130 -0,106277331465 0,825414848997 0,000011752842 3110 -0,201122359090 -0,456939744375 -0,000000445974 

1185 -0,108689111329 0,825417347131 0,000009254708 3165 -0,204016287746 -0,456940092425 -0,000000097923 

1240 -0,111112515880 0,825419602140 0,000006999699 6252 -0,206086087603 -0,456940261758 0,000000071409 

1295 -0,113547634552 0,825421648569 0,000004953270 9284 -0,205247735875 -0,456940205653 0,000000015304 

1350 -0,115994557700 0,825423514720 0,000003087119 12316 -0,204410676278 -0,456940177474 -0,000000012875 

1405 -0,118453376602 0,825425223998 0,000001377841 21467 -0,204805351605 -0,456940189561 -0,000000000788 

1460 -0,120924183483 0,825426795931 -0,000000194092 94620 -0,205058073443 -0,456940191119 0,000000000771 

1472 1,602050488512 0,825426575391 0,000000026448 115954 -0,205010668184 -0,456940190832 0,000000000484 

13643 -0,120547410870 0,825426598233 0,000000003606 137288 -0,204963267062 -0,456940190634 0,000000000286 

22806 1,602090850265 0,825426601724 0,000000000115 158622 -0,204915870079 -0,456940190490 0,000000000141 

172132 -0,120601175773 0,825426601810 0,000000000029 179956 -0,204868477232 -0,456940190380 0,000000000031 

351955 -0,120614580579 0,825426601856 -0,000000000017 381113 -0,204836825896 -0,456940190334 -0,000000000015 

 

Над табл. 29 и 30 в скобках указано число «оптимальных» подходящих дробей, 

обеспечивающих все увеличивающую точность при вычислении модуля и аргумента 

комплексных корней и число  подходящих дробей (5·105 ), используемых при вычис-

лениях. 

Аналогично находятся последующие корни уравнения. В табл. 31 приведены зна-

чения неизвестных x1-x10, найденные при помощи r/ алгоритма, а также указаны по-

грешности в определении модуля и аргумента комплексных корней уравнения (56) при 
использовании “оптимальных” подходящих дробей. 

 

                                                                                            Таблица 31 

Номер 
корня 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0-ri 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0 - φi 

x1 0,825426601836 0,000000000002 0,456940190334 0,000000000015 

x2 0,825426601856 -0,000000000017 -0,456940190334 -0,000000000015 

x3 0,803117455858 -0,000000000028 1,001198659616 0,000000347162 

x4 0,803117455818 0,000000000013 -1,001198659616 -0,000000347162 

x5 0,793437553088 0,000000000003 1,538839922273 0,000000041217 

x6 0,793437553108 -0,000000000017 -1,538839922273 -0,000000041217 

x7 0,788347218371 0,000000000002 2,074008818669 -0,000000000024 

x8 0,788347218370 0,000000000003 -2,074008818669 0,000000000024 

x9 0,785768221695 -0,000000000003 2,608036921831 -0,000000000417 

x10 0,785768221686 0,000000000006 -2,608036921831 0,000000000417 

 
В  табл. 32 приведены результаты вычисления действительного корня уравнения (56). 
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x11= -0,784972055437                                                                Таблица 32 

Номер  

дроби, 
i 

Значения 

 подходящих 
 дробей 

Погрешность 

 модуля, 
r0-ri 

Номер  

дроби, 
i 

Значения 

 подходящих 
 дробей 

Погрешность 

 модуля, 
r0-ri 

1 -0,916666666667 0,131694611230 123944 -0,784972055437 8,5498338481e-59 

48 -0,813233087675 0,028261032239 125469 -0,784972055437 -1,7957810208e-59 

201 -0,775745652098 -0,009226403338 126994 -0,784972055437 3,7700977163e-60 

307 -0,782481821950 -0,002490233487 128519 -0,784972055437 -7,9222226692e-61 

413 -0,785075716521 0,000103661084 130044 -0,784972055437 1,6553835584e-61 

2680 -0,785060327905 0,000088272468 131569 -0,784972055437 -3,5476739699e-62 

3416 -0,784895106504 -0,000076948933 133094 -0,784972055437 6,7024024827e-63 

3469 -0,784951267112 -0,000020788325 134619 -0,784972055437 -2,1459203405e-63 

4205 -0,784958725019 -0,000013330417 136144 -0,784972055437 -2,9018970939e-64 

4994 -0,784976263487 0,000004208050 136880 -0,784972055437 1,3525126582e-64 

5730 -0,784975005020 0,000002949583 138352 -0,784972055437 -3,9252884410e-65 

6519 -0,784971152090 -0,000000903347 139035 -0,784972055437 -2,1946526478e-65 

7255 -0,784971428208 -0,000000627228 140189 -0,784972055437 1,0475476088e-65 

8044 -0,784972246047 0,000000190610 141025 -0,784972055437 3,5805359479e-66 

8780 -0,784972189920 0,000000134483 142115 -0,784972055437 -5,6138873021e-67 

На рис. 17 показано распределение корней уравнения (56) на комплексной плос-

кости, а также порядок их получения. В данном примере корни располагаются в по-

рядке уменьшения модуля.  

 
Рис 17. Расположение корней уравнения (56) на комплексной плоскости. 

Рассмотрим ещё пример решение уравнения 

11 10 9 8 7 6 5 4 3 21 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0

11 10 9 8 7 6 5 4 3 2
x x x x x x x x x x x                      (57) 

модифицированным методом Рутисхаузера-Никипорца. 

Начальные условия для рассматриваемого уравнения будут иметь следующие 

значения: 

(0)

1

1

11
x  

,  (0) 0mx  , 2,3,...,11m  , 

(0)

1

11

10
e 

, (0)

2

10

9
e  , …., (0)

10 2e  . 

На рис. 18 показаны графики распределения подходящих непрерывных дробей, 

которые представляют корни алгебраического уравнения (57). Из графиков видно, что 

x11 – вещественный корень. Также из графиков можно заключить, что уравнение (57) 

имеет пять пар комплексно-сопряжённых корней. 
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Рис.18.Графики подходящих дробей ( )m
ix , представляющих  

корни уравнения(57). 
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Рис. 18(продолжение). Графики подходящих дробей ( )m
ix , представляющих    

корни уравнения (57). 



РЕШЕНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ АЛГОРИТМОМ РУТИСХАУЗЕРА-НИКИПОРЦА 
 

225 

 

Рис. 18 (окончание). Графики подходящих дробей 
( )m
ix , представляющих корни уравнения (57). 

В табл. 33 – 38 приведены значения трех пар комплексных корней уравнения (57), 

найденных при помощи алгоритма Рутисхаузера- Никипорца с учетом числа подходя-

щих дробей, равных степени “2”. 

x1= 1,05384442942e
i0,36405832698                                                                        Таблица 33 

Номер 

дроби, 

i 

Значения 

подходящих 

дробей 

Значение 

модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0 ri 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0  φi 

128 1,054507178103 1,073853743873 -0,020009314453 0,345229961933 0,018828365045 

256 1,317820976181 1,061865876899 -0,008021447479 0,358629298355 0,005429028623 

512 -0,828959226613 1,053602845593 0,000241583827 0,363763359889 0,000294967089 

1024 1,321201095664 1,055617060470 -0,001772631050 0,362858725947 0,001199601031 

2048 -0,742566917574 1,053754164529 0,000090264891 0,363993579456 0,000064747522 

4096 1,334850046687 1,054273158934 -0,000428729514 0,363771507068 0,000286819910 

8192 -0,463497097206 1,053782817629 0,000061611791 0,364047217369 0,000011109609 

16384 1,395020142494 1,053948546961 -0,000104117541 0,363991954848 0,000066372130 

32768 0,126014286523 1,053802205771 0,000042223649 0,363964417293 0,000093909685 

65536 1,816103360890 1,053866693194 -0,000022263774 0,364046599807 0,000011727171 

131072 0,767373717517 1,053854608949 -0,000010179529 0,364039705820 0,000018621158 

262144 0,650767632038 1,053848264573 -0,000003835153 0,364048246203 0,000010080775 

x2=1,05384442942e
-i0,36405832698                                                                                Таблица 34 

Номер 

дроби, 

i 

Значения 

подходящих 

дробей 

Значение 

модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0 ri 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0  φi 

128 0,887210361582 1,031313327822 0,022531101598 -0,341477462347 -0,022580864633 

256 0,651684700934 1,049586751352 0,004257678068 -0,361102603861 -0,002955723119 

512 2,798509051504 1,055320705206 -0,001476275786 -0,357995441921 -0,006062885059 

1024 0,648348731928 1,053062019016 0,000782410404 -0,363517621275 -0,000540705705 

2048 2,712116745167 1,054142098801 -0,000297669381 -0,362737300287 -0,001321026693 

4096 0,634699780905 1,053665517006 0,000178912414 -0,363936368689 -0,000121958291 

8192 2,433046924798 1,053894908224 -0,000050478804 -0,363742971852 -0,000315355128 

16384 0,574529685099 1,053805550388 0,000038879032 -0,364033156829 -0,000025170151 

32768 1,843535541069 1,053841872742 0,000002556678 -0,363984928689 -0,000073398291 

65536 0,153446466702 1,053842716094 0,000001713326 -0,364056899158 -0,000001427822 

131072 1,202176110075 1,053837592027 0,000006837393 -0,364044849903 -0,000013477077 

262144 1,318782195554 1,053841603071 0,000002826349 -0,364050818906 -0,000007508074 

x3= 1,01441487764e
i
 
0,91500055248                                                                             Таблица 35 

Номер 

дроби, 

i 

Значения 

подходящих 

дробей 

Значение 

модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0 ri 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0  φi 

128 -5,001105560939 0,897946422759 0,116468454881 0,785398163397 0,129602389083 

256 2,159407549860 1,016970284055 -0,002555406415 0,904397885124 0,010602667356 

512 -0,066070648870 1,007490263991 0,006924613649 0,914948375917 0,000052176563 

1024 -0,916542125543 1,013825631349 0,000589246291 0,914552528045 0,000448024435 

2048 3,378075892858 1,014560162118 -0,000145284478 0,914392872147 0,000607680333 

4096 0,417890734044 1,014269169056 0,000145708584 0,914320520531 0,000680031949 

8192 0,483179359847 1,014363433367 0,000051444273 0,914675401993 0,000325150487 

16384 0,609494401972 1,014404708400 0,000010169240 0,914848783195 0,000151769285 

32768 0,867098284881 1,014419351110 -0,000004473470 0,914934485899 0,000066066581 

65536 1,678760693123 1,014420250805 -0,000005373165 0,914977093554 0,000023458926 

131072 -0,567924422813 1,014408589722 0,000006287918 0,914998336861 0,000002215619 

262144 14,628661399611 1,014415479960 -0,000000602320 0,914996953538 0,000003598942 
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x4= 1,01441487764e
-i 0,91500055248                                                                            Таблица 36 

Номер 

дроби, 

i 

Значения 

подходящих 

дробей 

Значение 

модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0-ri 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0 - φi 

128 6,478631380489 1,403065549847 -0,388650672207 0,000000000000 -0,915000552480 

256 -0,896972863806 1,016199195524 -0,001784317884 -0,911301685774 -0,003698866706 

512 1,303363016583 1,013720963695 0,000693913945 -0,909194773132 -0,005805779348 

1024 2,153702501294 1,014675192587 -0,000260314947 -0,912075286526 -0,002925265954 

2048 -2,140915517306 1,014803546527 -0,000388668887 -0,914868375460 -0,000132177020 

4096 0,819269641507 1,014285347794 0,000129529846 -0,914550769970 -0,000449782510 

8192 0,753981015705 1,014349072352 0,000065805288 -0,914788786821 -0,000211765659 

16384 0,627665973580 1,014381358967 0,000033518673 -0,914905050418 -0,000095502062 

32768 0,370062090670 1,014399598240 0,000015279400 -0,914962514404 -0,000038038076 

65536 -0,441600317571 1,014414357485 0,000000520155 -0,914991081676 -0,000009470804 

131072 1,805084798365 1,014415193736 -0,000000316096 -0,914981333078 -0,000019219402 

262144 -13,391501024060 1,014423868478 -0,000008990838 -0,915000445640 -0,000000106840 

x5= 0,99323829677 e
i
 
1,47196885881                                                                 Таблица 37 

Номер 

дроби, 

i 

Значения 

подходящих 

дробей 

Значение 

модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0-ri 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0 - φi 

512 0,126774137456 0,993003817855 0,000234478915 1,456970506013 0,014998352797 

1024 0,479754573170 0,994931202783 -0,001692906013 1,468115621149 0,003853237661 

2048 1,770013472826 0,994335216083 -0,001096919313 1,470762825777 0,001206033033 

4096 -0,856489070786 0,993642934072 -0,000404637302 1,471766961956 0,000201896854 

8192 -2,743937660609 0,993480696801 -0,000242400031 1,471812457844 0,000156400966 

16384 1,537828535097 0,993355026810 -0,000116730040 1,471833911281 0,000134947529 

32768 -1,156165832116 0,993290123620 -0,000051826850 1,471941110221 0,000027748589 

65536 -15,353643503736 0,993268877612 -0,000030580842 1,471945796809 0,000023062001 

131072 0,548388252069 0,993248424193 -0,000010127423 1,471948123707 0,000020735103 

262144 2,336137086133 0,993245771698 -0,000007474928 1,471961281275 0,000007577535 

x6= 0,99323829677 e
-i 1,47196885881                                                                                                                       Таблица 38 

Номер 

дроби, 

i 

Значения 

подходящих 

дробей 

Значение 

модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0-ri 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0 - φi 

512 0,081307746087 0,983387670295 0,009850626475 -1,464043178372 -0,007925680438 

1024 -0,283751785215 0,990521884093 0,002716412677 -1,470160350426 -0,001808508384 

2048 -1,574014434222 0,992462965836 0,000775330934 -1,471607121314 -0,000361737496 

4096 1,052488109338 0,992791184053 0,000447112717 -1,471326374702 -0,000642484108 

8192 2,939936699161 0,993122096128 0,000116200642 -1,471600718027 -0,000368140783 

16384 -1,341829496546 0,993147696627 0,000090600143 -1,471925454627 -0,000043404183 

32768 1,352164870667 0,993190682609 0,000047614161 -1,471889676189 -0,000079182621 

65536 15,549642542287 0,993249191988 -0,000010895218 -1,471920200506 -0,000048658304 

131072 -0,352389213517 0,993223549619 0,000014747151 -1,471959380059 -0,000009478751 

262144 -2,140138047581 0,993234012207 0,000004284563 -1,471966902924 -0,000001955886 

Из табл. 33-38 видно, что точность вычислений комплексных корней при исполь-

зовании  r/ алгоритма, то есть формул (54) и (55) растет не монотонно, а асимптоти-

чески.  

В табл. 39 приведены результаты вычисления корней уравнения (57) методом   

Рутисхаузера – Никипорца  при использовании 262144 подходящих дробей. 

                                                                                               Таблица 39 

Номер 

корня 

Значение модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0ri 

Значение аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0  φi 

x1 1,053848264573 -0,000003835153 0,364048246203 0,000010080775 

x2 1,053841603071 0,000002826349 -0,364050818906 -0,000007508074 

x3 1,014415479960 -0,000000602320 0,914996953538 0,000003598942 

x4 1,014423868478 -0,000008990838 -0,915000445640 -0,000000106840 

x5 0,993245771698 -0,000007474928 1,471961281275 0,000007577535 

x6 0,993234012207 0,000004284563 -1,471966902924 2,465205199694 

x7 0,980757152965 0,000021539815 2,028825894020 0,000004846930 

x8 0,980779037527 -0,000000344747 -2,028833650835 0,000002909885 

x9 0,974021170824 0,000014826786 2,585313986456 0,000002474964 

x10 0,974036275440 -0,000000277830 -2,585323896202 0,000007434782 
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В табл.40 и 41 приведены результаты вычислений первой пары комплексно – со-

пряженных  корней уравнения (57), проведённые по алгоритму Рутисхаузера с исполь-

зованием r/ алгоритма, причем, счет всякий раз заканчивался на подходящих дро-

бях, которые обеспечивали все более высокую точность в определении модуля и аргу-

мента комплексных корней.  

Над табл. 40 и 41 в скобках указано число “оптимальных” подходящих дробей, 

обеспечивающих все увеличивающую точность при вычислении модуля и аргумента 

корней и общее число (5·105) подходящих используемых при вычислениях . 
 

x1= 1,05384442942e i 0,364058326978 (25/5·105)       (20/5·105)                                Таблица 40
 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0ri 

Номер 
дроби, 

i 

Значения 
подходящих 

дробей 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0  φi 

38 2,443121823327 2,443121823327 -1,389277393907 38 2,443121823327 0,000000000000 0,364058326978 

39 1,517754087318 1,925631878935 -0,871787449515 46 -2,106716097540 0,349065850399 0,014992476579 

40 1,303962654821 1,690975164890 -0,637130735471 63 -0,114107191177 0,362491460030 0,001566866948 

41 1,211769799384 1,555814995436 -0,501970566016 106 -0,063380903483 0,364242626503 -0,000184299525 

42 1,157217762313 1,466389629739 -0,412545200319 201 -0,113505728002 0,363965002550 0,000093324428 

43 1,098022622149 1,397364476473 -0,343520047053 270 -0,070761731556 0,364047217369 0,000011109609 

44 0,941853085530 1,320792151043 -0,266947721623 805 -0,046176238688 0,364064773658 -0,000006446680 

45 0,197740480972 1,041698689407 0,012145740013 1038 -0,054539012008 0,364060687129 -0,000002360151 

55 -0,821735291237 1,051674598027 0,002169831393 1271 -0,063022565703 0,364058143811 0,000000183166 

115 -0,740254909378 1,051796731776 0,002047697644 7208 -0,058227854955 0,364058498833 -0,000000171855 

140 0,360157091765 1,053735645003 0,000108784417 8442 -0,058968406028 0,364058446710 -0,000000119732 

373 0,362503206214 1,053843195246 0,000001234174 9676 -0,059709888856 0,364058407932 -0,000000080954 

1607 0,362183925583 1,053843321675 0,000001107745 10910 -0,060452305275 0,364058377957 -0,000000050979 

2841 0,361865508033 1,053843337631 0,000001091789 12144 -0,061195657125 0,364058354092 -0,000000027114 

3377 -1,013017339698 1,053843981851 0,000000447569 13378 -0,061939946251 0,364058334641 -0,000000007663 

4611 -1,015509242559 1,053844391228 0,000000038192 27953 -0,062347975822 0,364058326206 0,000000000772 

13714 0,362645944961 1,053844442440 -0,000000013020 97126 -0,062153041589 0,364058327365 -0,000000000387 

32527 -1,015747180070 1,053844427915 0,000000001505 125042 -0,062224090456 0,364058327106 -0,000000000128 

41630 0,362615624510 1,053844430677 -0,000000001258 152958 -0,062295147868 0,364058326942 0,000000000036 

69546 0,362585301891 1,053844428363 0,000000001057 430884 -0,062260559383 0,364058326989 -0,000000000012 

157532 -1,015570297686 1,053844428516 0,000000000904     

166635 0,362638164229 1,053844430295 -0,000000000875     

185448 -1,015808249229 1,053844429330 0,000000000090     

338369 -1,015869321990 1,053844429466 -0,000000000046     

347472 0,362600061791 1,053844429384 0,000000000035     

 

x2= 1,05384442942e -i 0,364058326978 (26/5·105)        (23/5·105)                               Таблица 41 
Номер 

дроби, 

i 
 

Значения 

подходящих 

дробей 

Значение 

модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0ri 

Номер 

дроби, 

i 

Значения 

подходящих 

дробей 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0  φi 

83 0,520993320705 0,520993320705 0,532851108715 83 0,520993320705 0,000000000000 -0,364058326978 

84 0,742383061188 0,621913672694 0,431930756726 90 -4,867606484079 -0,392699081699 0,028640754721 

85 0,926407678213 0,710265606556 0,343578822864 91 0,160533784569 -0,349065850399 -0,014992476579 

86 1,126588999060 0,797089274576 0,256755154844 99 -0,668008891800 -0,369599135716 0,005540808738 

87 1,343548944719 0,884822730354 0,169021699066 108 0,056866305134 -0,362491460030 -0,001566866948 

88 1,604746698476 0,977120160784 0,076724268636 125 -0,373677441054 -0,365301471348 0,001243144370 

89 2,299417533035 1,104189642421 -0,050345213001 151 -0,145314703127 -0,364242626503 0,000184299525 

91 0,160533784569 1,050936313585 0,002908115834 246 -0,056534373453 -0,363965002550 -0,000093324428 

106 2,024335853728 1,056550970877 -0,002706541457 315 -0,099661003002 -0,364047217369 -0,000011109609 

134 0,117453757542 1,052672864027 0,001171565392 850 -0,126706777804 -0,364064773658 0,000006446680 

149 1,844063555229 1,052789094688 0,001055334732 1083 -0,117285536620 -0,364060687129 0,000002360151 

175 1,955733481018 1,054101978028 -0,000257548609 1316 -0,108006462418 -0,364058143811 -0,000000183166 

244 1,918266744788 1,053788243609 0,000056185811 7253 -0,113217072864 -0,364058498833 0,000000171855 

341 0,028299666094 1,053896051587 -0,000051622167 8487 -0,112406607257 -0,364058446710 0,000000119732 

477 1,925127762728 1,053839038974 0,000005390446 9721 -0,111597212198 -0,364058407932 0,000000080954 

807 0,042681072411 1,053843812473 0,000000616947 10955 -0,110788885485 -0,364058377957 0,000000050979 

2041 0,043300147521 1,053843895925 0,000000533495 12189 -0,109981624921 -0,364058354092 0,000000027114 

2945 1,926364089193 1,053844102975 0,000000326445 13423 -0,109175428316 -0,364058334641 0,000000007663 

4179 1,926983294190 1,053844347235 0,000000082184 27998 -0,108734341340 -0,364058326206 -0,000000000772 

5413 1,927603202433 1,053844478489 -0,000000049069 97171 -0,108944990877 -0,364058327365 0,000000000387 

12914 0,041780724502 1,053844462279 -0,000000032860 125087 -0,108868197699 -0,364058327106 0,000000000128 

14148 0,042400821028 1,053844416854 0,000000012566 153003 -0,108791414167 -0,364058326942 -0,000000000036 

18754 1,927322717854 1,053844428933 0,000000000486 430929 -0,108828787586 -0,364058326989 0,000000000012 

83321 0,042238669302 1,053844429177 0,000000000243     

171675 1,927337888783 1,053844429452 -0,000000000032     

361247 0,042209893937 1,053844429441 -0,000000000021     
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Аналогично находятся последующие корни уравнения. В табл. 42 приведены зна-

чения неизвестных x1- x10, найденные при помощи r/ – алгоритма, а также указаны 
погрешности в определении модуля и аргумента комплексных корней. 

                                                                                                Таблица 42 

Номер 

корня 

Значение 

 модуля, 

ri 

Погрешность 

модуля, 

r0ri 

Значение 

аргумента, 

φi 

Погрешность 

аргумента, 

φ0  φi 

x1 1,053844429384 0,000000000035 0,364058326989 -0,000000000012 

x2 1,053844429441 -0,000000000021 -0,364058326989 0,000000000012 

x3 1,014414877649 -0,000000000006 0,915000552472 0,000000000010 

x4 1,014414877651 -0,000000000009 -0,915000552472 -0,000000000010 

x5 0,993238296938 -0,000000000168 1,471968664254 0,000000194560 

x6 0,993238296787 -0,000000000016 -1,471968664254 -0,000000194560 

x7 0,980778692787 -0,000000000006 2,028830740967 -0,000000000016 

x8 0,980778692784 -0,000000000002 -2,028830740967 0,000000000016 

x9 0,974035997608 0,000000000004 2,585316461419 0,000000000003 

x10 0,974035997610 0,000000000003 -2,585316461419 -0,000000000003 

В табл. 43 приведены результаты вычисления действительного корня уравнения (57) 

x11= -0,971889295773                                                                     Таблица 43 
Номер  

дроби, 

i 

Значения  

подходящих  

дробей 

Погрешность 

 модуля, 

r0-ri 

Номер  

дроби, 

i 

Значения  

подходящих  

дробей 

Погрешность 

 модуля, 

r0-ri 

1 -2,000000000000 1,028110704227 58690 -0,971889295773 5,0384418145E-60 

11 0,007355211596 -0,979244507369 59379 -0,971889295773 1,0920796143E-60 

12 -0,933462716354 -0,038426579420 60068 -0,971889295773 2,3668873941E-61 

125 -0,986476398453 0,014587102680 60757 -0,971889295773 5,1293633044E-62 

204 -0,960721460025 -0,011167835748 61446 -0,971889295773 1,1114802420E-62 

317 -0,973105904892 0,001216609118 62135 -0,971889295773 2,4079523682E-63 

814 -0,972233284460 0,000343988687 62824 -0,971889295773 5,2131279538E-64 

1407 -0,971584267149 -0,000305028624 63513 -0,971889295773 1,1254162875E-64 

1503 -0,971941066097 0,000051770324 64202 -0,971889295773 2,3982297263E-65 

2192 -0,971901007220 0,000011711447 64891 -0,971889295773 4,7977981306E-66 

2881 -0,971891872859 0,000002577086 65580 -0,971889295773 6,4225358364E-67 

3570 -0,971889857843 0,000000562070 66269 -0,971889295773 -2,5779514104E-67 

4259 -0,971889418116 0,000000122343 67246 -0,971889295773 -1,1730122437E-68 

4948 -0,971889322391 0,000000026617 67630 -0,971889295773 4,5376159240E-69 

5637 -0,971889301564 0,000000005790 68093 -0,971889295773 -1,2778694207E-70 

На рис.19 показано расположение корней уравнения (57). 

 
Рис 19. Расположение корней уравнения (57) на комплексной плоскости 
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На рис. 20 показано распределение подходящих дробей ( )m
ix , представляющих 

корни алгебраического уравнения 

 
x16 + x15 + 1/2x14 + ... + 1/15x + 1/16 = 0     (58) 

 

 

 

 

 
Рис.20. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (58). 
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Рис.20(продолжение). Графики подходящих дробей, представляющих  

корни уравнения (58). 
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Рис.20(окончание). Графики подходящих дробей, представляющих 

корни уравнения (58). 

 

В табл. 44 приведены значения корней уравнения (58), найденные при помощи 

r/φ - алгоритма, а также указаны погрешности в определении модуля и аргумента ком-

плексных корней. 
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    Таблица 44 

Номер 

корня, 

i 

Значение  

модуля, 

ri 

Погрешность  

модуля, 

r0ri 

Значение  

аргумента, 

φi 

Погрешность 

 аргумента, 

φ0  φi 

x1 0,878107500016 -0,000000000072 2,972497539142 0,000000000026 

x2 0,878107499951 -0,000000000007 -2,972497539142 -0,000000000026 

x3 0,858978627462 0,000000000023 2,619387067032 -0,000000000002 

x4 0,858978627469 0,000000000016 -2,619387067032 0,000000000002 

x5 0,847795648984 0,000000000010 0,313420841110 -0,000000000002 

x6 0,847795649030 -0,000000000036 -0,313420841110 0,000000000002 

x7 0,841040375700 0,000000000000 2,248081958189 0,000000000009 

х8 0,841040375691 0,000000000009 -2,248081958189 -0,000000000009 

х9 0,829307829304 0,000000000007 1,868339194998 -0,000000000009 

х10 0,829307829311 -0,000000000001 -1,868339194998 0,000000000009 

x11 0,828107801657 -0,000000000007 0,708866509148 -0,000000000043 

x12 0,828107801648 0,000000000002 -0,708866509148 0,000000000043 

x13 0,823146510385 -0,000000000094 1,484605438911 0,000000103134 

x14 0,823146510234 0,000000000057 -1,484605438911 -0,000000103134 

x15 0,822284475749 0,000000115750 1,098204942175 -0,000000000033 

x16 0,822284591530 -0,000000000031 -1,098204942175 0,000000000033 

3.7. Тестирование метода решения алгебраических уравнений при помощи          

r/  алгоритма 

Рассматривались уравнения со случайными коэффициентами :                  

 

 10 9 8
1 2 1 0... 0x a x a x a x a                                             (59) 

 

где  

Исследовался r/φ – алгоритм при нахождения комплексных нулей полиномов. 

При вычисления подходящих дробей использовался  “QD-алгоритм Рутисхаузера с 

 отрицательными индексами”, который описан в предыдущем параграфе. 

Требовалось установить на десяти тысячах уравнений 10-й степени (59), достига-

ется ли заданная точность в определении действительных и комплексных корней при 

помощи r/φ – алгоритма, то есть формул (54) и (55).  

“Подходящие дроби” или значения конструкций (11) главы 2, называемых непре-

рывными дробями Никипорца, при различной размерностей определителей, входящих 

в конструкции (2.11) определялись с использованием реккурентного алгоритма Рутис-

хаузера, то есть формул (54) и (55). Результаты вычислений приведены в табл. 45. В 

первой колонке табл. 45 показано количество подходящих дробей, которое использо-

валось при определении корней 104 уравнений (59) со случайными коэффициентами из 

диапазона [-106 ÷ 106]. ]. Во второй и третьих колонках табл. 45 приведены число 

уравнений (59), для которых была превышена  заданная относительная погрешность 

(∆=0,01) при определении, соответственно, действительных и комплексных корней. 

Аналогично, в четвертых и пятых колонках табл. 45  указано число уравнений, дейст-

вительные и комплексные корни которых найдены с относительной погрешностью, 

превышающих величину 0,001. Относительные погрешности при вычислении корней 

уравнения (59) определялись по формулам:  

 

для действительных корней   ,   
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для комплексных корней,    ,  . 

Комплексные корни, не удовлетворяющие заданной погрешности, могут появ-

ляться по двум причинам. Во-первых, это недостаточное для расчетов количество под-

ходящих дробей. Второй причиной может послужить неоптимальный выбор «конеч-

ной» подходящей дроби. Выше уже отмечалось, что r/  алгоритм не обеспечивают 
монотонный рост точности с ростом числа используемых подходящих дробей.  

 

Число уравнений, для которых не достигнута 
заданная относительная погрешность в  определении корней 

                                                                               Таблица 45 
Количество 

подходящих 

дробей 

Число 

уравнений, 

∆д> 0,01 

Число 

уравнений, 

∆к> 0,01 

Число 

уравнений, 

 ∆д> 0,001 

Число 

уравнений,  

∆к>  0,001 

20000 53 40 71 49 

30000 38 30 47 34 

40000 30 24 37 27 

50000 26 22 31 23 

60000 24 19 28 19 

70000 22 16 25 18 

80000 17 14 22 15 

90000 16 14 19 14 

100000 14 10 16 11 

150000 12 10 13 10 

200000 7 5 8 5 

250000 5 4 8 5 

300000 5 4 8 5 

400000 1 0 2 0 

500000 1 0 1 0 

600000 0 0 1 0 

700000 0 0 1 0 

900000 0 0 0 0 

Чтобы установить, какая часть уравнений не удовлетворяла условиям по второй 

причине, были проведены дополнительные тесты. В решениях использовались «ко-

нечные» подходящие дроби, обеспечивающие минимальную погрешность в определе-

нии значений корней уравнений (59). Результаты приведены в табл. 46. 
 

Число уравнений, для которых не достигнута 
заданная относительная погрешность в определении корней 

при использовании “оптимальных” подходящих дробей 

                                                                              Таблица 46 
Количество 

подходящих 

дробей 

Число 

уравнений, 

∆д> 0,01 

Число 

уравнений, 

∆к> 0,01 

Число 

уравнений, 

∆д> 0,001 

Число 

уравнений, 

∆к>  0,001 

20000 33 33 37 35 

30000 25 24 29 27 

40000 24 23 25 24 

50000 23 22 23 22 

60000 18 17 20 19 

70000 15 14 17 16 

80000 12 11 15 13 

90000 11 10 15 13 

100000 9 8 12 11 

150000 6 6 11 10 

200000 3 3 4 4 

250000 3 3 4 4 

300000 2 2 3 3 

400000 0 0 0 0 
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Тесты, результаты которых приведены в табл. 46, подтверждают, что часть кор-

ней не удовлетворяли заданной точности по причине не оптимального выбора «конеч-

ной» подходящей дроби. 

Итак, на основе проведенных расчетов можно считать экспериментально под-

твержденной работоспособность r/  алгоритма. Для 10000 алгебраических уравне-

ний со случайными коэффициентами все корни, найденные при помощи r/  алго-
ритма, сходятся к эталонным решениям с погрешностью не более 0,001. Не было най-

дено ни одной задачи, для которой корень бы не сходился к эталонному решению при 

увеличении количества подходящих дробей. Необходимое число подходящих дробей 

для достижения заданной точности зависит от конкретного уравнения. Поэтому время 

вычисления корней для различных уравнений с установленной точностью может от-

личаться в несколько раз. 

 
 



ГЛАВА IV  

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ И УЛЬТРАПЕРИОДИЧЕСКИЕ             

НЕПРЕРЫВНЫЕ ДРОБИ 

В начале двадцатого века во всём мире широчайшей популярностью пользовался 

“Курс анализа” американского математика В. Гренвиля. Многократно эта книга изда-

валась и в России. В предисловии к первому изданию перевода Н. Н. Лузин, рассмат-

ривая различные подходы к написанию руководств, писал о “сжатых” изложениях: 

“В книжках этого рода, обычно весьма тонких по объёму, авторы стараются тем не 

менее удержать всю совокупность фактов ценою удаления соединительной ткани ме-

жду ними, не замечая, что именно эта операция и делает их книги непреодолимо труд-

ными для учащихся. Книги этого рода обычно кажутся весьма привлекательными для 

учащихся, ещё не знакомых с той истиной, что, чем толще учебник математического 

анализа, тем он скорее будет прочтён и усвоен”.  

Восьмое издание книги Гренвиля, вышедшее в 1933 г., было столь существенно 

переработано Н. Н. Лузиным, что это и последующие издания выходили в авторстве 
Гренвиля и Лузина. После войны не одно поколение математиков и инженеров учи-

лось по замечательному курсу математического анализа академика Н. Н. Лузина. Пер-

вая глава “Дифференциального исчисления” Лузина заканчивалась параграфом 9, 

имевшим название: “Деление на нуль запрещается”. Этот параграф с несколько иным 

заголовком “Деление на нуль невозможно” можно найти в книге Гренвиля и Лузина. 

В начале параграфа Н. Н. Лузин пишет: “Во всех математических расчётах, тео-

ретических и практических выкладках учащийся неизменно обязан руководствоваться 

одним из самых важных правил математического анализа: деление на нуль, безус-

ловно, недопустимо ни в одном случае. И далее: Обе формы 
0

0
 и 

0

a
 являются только 

кажущимися математическими формулами: первая абсолютно бесполезна, вторая 
абсолютно бессмысленна. Для того, чтобы научить учащегося осторожности в обра-

щении с нулем, Лузин приводит пример, где доказывается равенство 21 . 

При рассмотрении подходящих ультрапериодических непрерывных дробей мы 

постоянно сталкивались с делением на нуль, и памятуя строгие указания Лузина, ста-

рательно обходим эту “операцию”. Есть оборот из современного правосознания: 

“Нельзя, но если уж очень надо, то можно”. Компьютер неусыпно стоял на страже за-

кона и не позволял ни в едином случае деления на нуль, и нам приходилось прибегать 

ко всякого рода ухищрениям и постоянно напрягать фантазию, чтобы по возможности 

правдоподобно трактовать поведение “экстремальных” подходящих непрерывных 

дробей, которые неизбежно возникают при определении комплексных корней, когда 

аргумент кратен числу Лудольфа, то есть π. 

Причины появления подходящих дробей с “экстремальными” значениями проще 
всего показать, если обращаться к формуле, представляющей подходящие цепные 

дроби Никипорца: 

 
 





n

n

Q

P

n

n

sin

1sin 
 , 

когда φ кратно числу π. 
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4.1. Ультрапериодические непрерывные дроби 

 

В [520] показано, что периодические цепные дроби могут быть периодическими и 

в ином, нежели традиционном смысле, когда отмечается повторение элементов цеп-

ной дроби ia  и ib : 

 kktn aa  , 

 kktn bb  , ;,2,1 n  tk ,,2,1  . (1) 

Возможно периодическое повторение значений подходящих дробей: 

 
k

k

ktn

ktn

Q

P

Q

P




 , ;,2,1 n  tk ,,2,1  . 

Например, цепная дробь 

 
 


2

1

2

1

2

1
2  (2) 

имеет подходящие дроби 

 
 

4sin

41sin





n

n

Q

P

n

n 
 , 

значения которых периодически повторяются: 

 ,2,,0,
2

1
,2,,0,

2

1
,2   . 

Так как периодические в смысле значений цепные дроби являются периодиче-

скими и в традиционном смысле, то есть когда выполняется условие (1), то периоди-

ческие в смысле значений цепные дроби были названы ультрапериодическими цепны-

ми дробями [545]. 

Ультрапериодическими могут быть не только классические цепные дроби, но и 

дроби иных классов, в частности, непрерывные дроби Хессенберга. В [519] был рас-

смотрен пример ультрапериодической непрерывной дроби Хессенберга, в которую 

раскладывается корень кубического уравнения 

 0122 23  xxx . (3) 

Рассмотрим более подробно ультрапериодические непрерывные дроби, причём 

как Хессенберга, так и Никипорца. 

Ранее уже отмечалось, что ультрапериодические, то есть непрерывные дроби, 

значения подходящих дробей которых периодически повторяются, появляются при 

представлении непрерывными дробями комплексных корней уравнений, аргумент ко-

торых кратен π. 
Запишем кубическое уравнение, корни которого 

 iex 1 , 12 x , iex 3 . 

Это уравнение имеет вид: 

     01cos21cos21 23  xxx  . (4) 
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Корень 1x  уравнения (4) может быть представлен непрерывной дробью Хессен-

берга, то есть отношением определителей матриц Хессенберга: 

 

 

 

 

 

 


















...

cos2110

cos21cos211

1cos21cos21

....

cos21100

cos21cos2110

1cos21cos211

01cos21cos21































ie . (5) 

Обобщённая формула Бине – формула, определяющая значения числителя подхо-

дящей дроби разложения корня 1x  кубического уравнения в непрерывную дробь Хес-

сенберга, имеет вид [519]: 

 
     

   323121

2

321

2

231

2

112

xxxxxx

xxxxxxxxx
P

nnn

n







. (6) 

Для непрерывной дроби (5) запишем: 

 
   

 



cos1sin2

sin2sin1sin






nn
Pn , (7) 

 
   

  



sin1sinsin

sin2sin1sin






nn

nn

Q

P

n

n . (8) 

Таким образом, подходящие непрерывной дроби Хессенберга (5) описываются 

выражением (8). Если аргумент φ кратен π, значения подходящих дробей непрерывной 
дроби Хессенберга (8) будут периодически повторяться, то есть непрерывная дробь (8) 

будет ультрапериодическая. 

Запишем непрерывную дробь (5) при некоторых значениях φ. 

2.                          3  ,   0122 23  xxx , 3

1

iex  , 12 x , 3

3

iex  . (9) 
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21000
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3




















i

e . (10) 

Запишем рекуррентную последовательность для вычисления определителей (10): 

 321 22   nnnn PPPP , 10 P , 21 P , 22 P . (11) 
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Нахождение нулей полинома 
x

3
–(1+2cosφ+10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/3 

x1=1,000000001 Таблица 1 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 2,000000001000 2,000000001000 -1,000000000000 m 

1 1,000000001500 1,414213563787 -0,414213562787 m 

2 0,500000003000 1,000000002667 -0,000000001667 m 

3 0,000000010000 0,010000000005 0,990000000996   

4 0,800000002060 0,024022488701 0,975977512299   

5 124999999,9531 1,000000000667 0,000000000333 m 

6 1,999999995000 1,104089513910 -0,104089512910   

7 1,000000002500 1,090507733211 -0,090507732211   

8 0,500000006000 1,000000001778 -0,000000000778   

9 0,000000020000 0,169864646514 0,830135354486   

10 0,800000002900 0,195561623971 0,804438377029   

11 62500000,08594 1,000000000667 0,000000000333   

12 1,999999989000 1,054766076684 -0,054766075684   

13 1,000000003500 1,050756639104 -0,050756638104   

14 0,500000009000 1,000000001600 -0,000000000600   

15 0,000000030000 0,338703807336 0,661296193664   

16 0,800000003740 0,356268259497 0,643731741503   

17 41666666,79688 1,000000000667 0,000000000333   

18 1,999999983000 1,037155044637 -0,037155043637   

19 1,000000004500 1,035264924255 -0,035264923255   

20 0,500000012000 1,000000001524 -0,000000000524   

21 0,000000040000 0,461030863186 0,538969137814   

22 0,800000004580 0,472211930932 0,527788070068   

23 31250000,15234 1,000000000667 0,000000000333   

24 1,999999977000 1,028113826841 -0,028113825841   

25 1,000000005500 1,027018051104 -0,027018050104   

26 0,500000015000 1,000000001481 -0,000000000481   

27 0,000000050000 0,548591316289 0,451408684711   

28 0,800000005420 0,555774505063 0,444225495937   

29 25000000,16563 1,000000000667 0,000000000333   

30 1,999999971000 1,022611435783 -0,022611434783   
 

Так как компьютер не может оперировать с выражениями типа 
0

0
 или 

0

a
, то ре-

шалось “возмущённое” уравнение. В табл. 1-3 приведены результаты вычисления кор-

Определим последова-

тельно значения отношений 

определителей (12), представ-

ляющих вещественный корень, 

равный единице. 

1
1

2
:

1

2

1

1 



Q

P
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1
2

21
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:
2

22
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2

2 











Q

P
, 

1
3

3 
Q

P
. 

Вычисляя 
4

4

Q

P , получаем 

выражение 
0

0 , которому пос-

тавим в соответствие единич-

ное значение, ибо далее имеем: 

1
5

5 
Q

P
, 1

6

6 
Q

P
, 1

7

7 
Q

P
, 

0

0

8

8 
Q

P
, 

1
9

9 
Q

P
, 1

10

10 
Q

P
, …. 



АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ И УЛЬТРАПЕРИОДИЧЕСКИЕ НЕПРЕРЫВНЫЕ ДРОБИ 
 

239 

ней “возмущённого” полинома (9). 
 

Нахождение нулей полинома 
x

3
–(1+2cosφ+10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/3 

x2=0,9999999994999999e
i1,047197550907922

 Таблица 2 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 0,999999999500 0,999999999500 0,000000000000 m 0,000000000000 1,047197550908 m 

1 0,999999998000 0,999999998750 0,000000000750   0,000000000000 1,047197550908   

2 0,999999990500 0,999999996000 0,000000003500   0,000000000000 1,047197550908   

3 -0,800000008060 0,945741608548 0,054258390952   0,785398163397 0,261799387510 m 

4 1,562499995234 1,045639551551 -0,045639552051   0,628318530718 0,418879020190   

5 -0,799999994380 0,999999998000 0,000000001500   1,047197551197 -0,000000000289 m 

6 1,000000008500 0,999999999500 0,000000000000   0,897597901026 0,149599649882   

7 0,999999998000 0,999999999312 0,000000000187   0,785398163397 0,261799387510   

8 0,999999981500 0,999999997333 0,000000002167   0,698131700798 0,349065850110   

9 -0,800000014900 0,977932768017 0,022067231483   0,942477796077 0,104719754831   

10 1,562499995234 1,020492931387 -0,020492931887   0,856797996434 0,190399554474   

11 -0,799999987540 0,999999998000 0,000000001500   1,047197551197 -0,000000000289   

12 1,000000017500 0,999999999500 0,000000000000   0,966643893412 0,080553657496   

13 0,999999998000 0,999999999393 0,000000000107   0,897597901026 0,149599649882   

14 0,999999972500 0,999999997600 0,000000001900   0,837758040957 0,209439509951   

15 -0,800000021740 0,986150329003 0,013849670497   0,981747704247 0,065449846661   

16 1,562499995234 1,013212615847 -0,013212616347   0,923997839291 0,123199711617   

17 -0,799999980700 0,999999998000 0,000000001500   1,047197551197 -0,000000000289   

18 1,000000026500 0,999999999500 0,000000000000   0,992081890607 0,055115660301   

19 0,999999998000 0,999999999425 0,000000000075   0,942477796077 0,104719754831   

20 0,999999963500 0,999999997714 0,000000001786   0,897597901026 0,149599649882   

21 -0,800000028580 0,989908376374 0,010091623126   0,999597662506 0,047599888402   

22 1,562499995234 1,009749108803 -0,009749109303   0,956136894571 0,091060656337   

23 -0,799999973860 0,999999998000 0,000000001500   1,047197551197 -0,000000000289   

24 1,000000035500 0,999999999500 0,000000000000   1,005309649149 0,041887901759   

25 0,999999998000 0,999999999442 0,000000000058   0,966643893412 0,080553657496   

26 0,999999954500 0,999999997778 0,000000001722   0,930842267730 0,116355283178   

27 -0,800000035420 0,992062258474 0,007937741026   1,009797638654 0,037399912254   

28 1,562499995234 1,007724284115 -0,007724284615   0,974977030424 0,072220520484   

29 -0,799999967020 0,999999998000 0,000000001500   1,047197551197 -0,000000000289   

30 1,000000044500 0,999999999500 0,000000000000   1,013416985029 0,033780565879   

 

Нахождение нулей полинома 
x

3
–(1+2cosφ+10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/3 

x3=0,9999999994999999e
-i1,047197550907922

 Таблица 3 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение аргу-
мента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 0,500000000000 0,500000000000 0,499999999500 m 0,000000000000 -1,047197550908 m 

1 1,000000000500 0,707106781363 0,292893218137 m 0,000000000000 -1,047197550908   

2 2,000000007000 1,000000001333 -0,000000001833 m 0,000000000000 -1,047197550908   

3 -124999999,5156 105,7371263474 -104,7371263479   -0,785398163397 -0,261799387510 m 

4 0,800000000380 39,810717060127 -38,810717060627   -0,628318530718 -0,418879020190   

5 -0,000000010000 1,000000001333 -0,000000001833 m -1,047197551197 0,000000000289 m 

6 0,499999997000 0,905723664523 0,094276334977   -0,897597901026 -0,149599649882   

7 0,999999999500 0,917004043377 0,082995956123   -0,785398163397 -0,261799387510   

8 2,000000013000 1,000000000889 -0,000000001389 m -0,698131700798 -0,349065850110   

9 -62499999,64844 6,019882324522 -5,019882325022   -0,942477796077 -0,104719754831   

10 0,799999999540 5,010791869904 -4,010791870404   -0,856797996434 -0,190399554474   

11 -0,000000020000 1,000000001333 -0,000000001833   -1,047197551197 0,000000000289   

12 0,499999994000 0,948077514631 0,051922484869   -0,966643893412 -0,080553657496   

13 0,999999998500 0,951695153181 0,048304846319   -0,897597901026 -0,149599649882   

14 2,000000019000 1,000000000800 -0,000000001300 m -0,837758040957 -0,209439509951   

15 -41666666,35938 2,993896603109 -1,993896603609   -0,981747704247 -0,065449846661   

16 0,799999998700 2,770271149815 -1,770271150315   -0,923997839291 -0,123199711617   

17 -0,000000030000 1,000000001333 -0,000000001833   -1,047197551197 0,000000000289   

18 0,499999991000 0,964175998247 0,035824001253   -0,992081890607 -0,055115660301   

19 0,999999997500 0,965936329094 0,034063670406   -0,942477796077 -0,104719754831   

20 2,000000025000 1,000000000762 -0,000000001262 m -0,897597901026 -0,149599649882   

21 -31249999,71484 2,191164590868 -1,191164591368   -0,999597662506 -0,047599888402   

22 0,799999997860 2,097246921961 -1,097246922461   -0,956136894571 -0,091060656337   

23 -0,000000040000 1,000000001333 -0,000000001833   -1,047197551197 0,000000000289   

24 0,499999988000 0,972654947724 0,027345051776   -1,005309649149 -0,041887901759   

25 0,999999996500 0,973692720866 0,026307278634   -0,966643893412 -0,080553657496   

26 2,000000031000 1,000000000741 -0,000000001241 m -0,930842267730 -0,116355283178   

27 -24999999,72813 1,837435671106 -0,837435671606   -1,009797638654 -0,037399912254   

28 0,799999997020 1,785499180111 -0,785499180611   -0,974977030424 -0,072220520484   

29 -0,000000050000 1,000000001333 -0,000000001833   -1,047197551197 0,000000000289   

30 0,499999985000 0,977888536651 0,022111462849   -1,013416985029 -0,033780565879   
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На рис. 1 показано распределение подходящих дробей при решении “возмущён-

ного” алгебраического уравнения 

   012102 293   xxx . (14) 

Из графиков отчётливо наблюдается периодичность в расположении значений 

подходящих дробей для всех трёх корней.  

Рис. 1. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (14). 

 

Изменение коэффициента 1  на 910  привело к тому, что старшим по модулю 

корнём стал действительный корень, который, как старший, определяется первым при 
помощи функции Никипорца (10). Если бы не было “возмущения”, и решалось исход-

ное уравнение 

 0122 23  xxx , 

то первым бы определялся по формуле (10) комплексный корень 3

1

iex  , вторым по 

формуле (12) устанавливался бы действительный корень 12 x  и последним по фор-

муле (13) находился бы сопряжённый комплексный корень 3

3

iex  . Более подробно 

графики невозмущённых уравнений с корнями, кратными числу π, будут рассмотрены 

ниже. 

Вообще, проблема изучения ультрапериодических непрерывных дробей “в чис-

том виде” весьма сложна, так как среди периодически повторяющихся значений под-

ходящих дробей неизменно в конце “периода” появляются подходящие дроби с экс-

тремальными значениями, которые не могут быть отражены в конечных разрядных 

x 1 = 1,000000001

0

3

0 10 20 30

x 3 = 0,9999999994999999e
-i 1 ,0 4 7 1 9 7 5 5 0 9 0 7 9 2 2

-3

0

3
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x 2 = 0,9999999994999999e
i 1 ,04 71 97 55 09 07 92 2

-1

0

1

2
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сетках компьютеров. 

Следует обратить внимание, что таблицы 1-3 соответствуют уравнению (14), ко-

гда “возмущение” коэффициента 1  было взято со знаком “плюс”. Это обеспечило 

“старшинство” по модулю действительного корня среди корней уравнения (9). 

Если в исходное уравнение 

 0122 23  xxx , 

имеющего равные по модулю корни 

 3

1

iex  , 12 x , 3

3

iex  , 

“возмущение” внести таким образом, что модули сопряжённых комплексных корней 

будут больше действительного корня, то есть рассматривать, скажем, уравнение 

   012102 293   xxx , (15) 

имеющего корни: 

 999999999,03 x , 0471975514,1

2,1 0000000005,1 iex  , 

то определяться корни кубического уравнения с использованием функций Никипорца 

будут по старшинству модулей, начиная с комплексно-сопряжённых корней, как то 

следует из табл. 4-6. 
Нахождение нулей полинома 

x
3
–(1+2cosφ-10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/3 

x1=1,0000000005e
i1,047197551485272

 Таблица 4 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 1,999999999000 1,999999999000 -0,999999998500 m 0,000000000000 1,047197551485 m 

1 0,999999998500 1,414213560959 -0,414213560459 m 0,000000000000 1,047197551485   

2 0,499999997000 0,999999997333 0,000000003167 m 0,000000000000 1,047197551485   

3 -0,000000010000 0,010000000206 0,990000000294   0,785398163397 0,261799388088 m 

4 0,799999999000 0,024022489069 0,975977511431   0,628318530718 0,418879020767   

5 -124999989,3762 0,999999999333 0,000000001167 m 1,047197551197 0,000000000289 m 

6 2,000000005000 1,104089513437 -0,104089512937   0,897597901026 0,149599650460   

7 0,999999997500 1,090507732120 -0,090507731620   0,785398163397 0,261799388088   

8 0,499999994000 0,999999998222 0,000000002278   0,698131700798 0,349065850688   

9 -0,000000020000 0,169864647860 0,830135352640   0,942477796077 0,104719755408   

10 0,799999999000 0,195561625293 0,804438375207   0,856797996434 0,190399555052   

11 -62499994,43810 0,999999999333 0,000000001167 m 1,047197551197 0,000000000289   

12 2,000000011000 1,054766076279 -0,054766075779   0,966643893412 0,080553658073   

13 0,999999996500 1,050756638203 -0,050756637703   0,897597901026 0,149599650460   

14 0,499999991000 0,999999998400 0,000000002100   0,837758040957 0,209439510528   

15 -0,000000030000 0,338703808832 0,661296191668   0,981747704247 0,065449847238   

16 0,800000004921 0,356268261009 0,643731739491   0,923997839291 0,123199712194   

17 -41666662,79207 0,999999999333 0,000000001167 m 1,047197551197 0,000000000289   

18 2,000000017000 1,037155044255 -0,037155043755   0,992081890607 0,055115660878   

19 0,999999995500 1,035264923427 -0,035264922927   0,942477796077 0,104719755408   

20 0,499999988000 0,999999998476 0,000000002024   0,897597901026 0,149599650460   

21 -0,000000040000 0,461030864564 0,538969135936   0,999597662506 0,047599888979   

22 0,800000007882 0,472211932367 0,527788068133   0,956136894571 0,091060656914   

23 -31249996,96905 0,999999999333 0,000000001167 m 1,047197551197 0,000000000289   

24 2,000000023000 1,028113826471 -0,028113825971   1,005309649149 0,041887902337   

25 0,999999994500 1,027018050314 -0,027018049814   0,966643893412 0,080553658073   

26 0,499999985000 0,999999998519 0,000000001981   0,930842267730 0,116355283755   

27 -0,000000050000 0,548591317510 0,451408682990   1,009797638654 0,037399912831   

28 0,800000009658 0,555774506359 0,444225494141   0,974977030424 0,072220521061   

29 -24999997,47524 0,999999999333 0,000000001167 m 1,047197551197 0,000000000289   

30 2,000000029000 1,022611435420 -0,022611434920   1,013416985029 0,033780566456   
 

Сравнивая значения подходящих дробей, помещённых в колонках 2 таблиц 4 и 6, 
можно заметить, что в обеих таблицах подходящие совпадают, за исключением “экс-

тремальных” подходящих. В случае, когда старший модуль принадлежит комплексно-

му корню, “экстремальные” подходящие отрицательны, что собственно в результате и 

определяет комплексность корня и устанавливает значение аргумента, которое близко 

к числу 3 . 
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Нахождение нулей полинома 
x

3
–(1+2cosφ-10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/3 

x2=1,0000000005e
-i1,047197551485272

 Таблица 5 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 1,000000000500 1,000000000500 0,000000000000 m 0,000000000000 -1,047197551485 m 

1 1,000000002000 1,000000001250 -0,000000000750   0,000000000000 -1,047197551485   

2 1,000000009500 1,000000004000 -0,000000003500   0,000000000000 -1,047197551485   

3 -0,799999943591 0,945741595169 0,054258405331   -0,785398163397 -0,261799388088 m 

4 1,562500078061 1,045639550803 -0,045639550303   -0,628318530718 -0,418879020767   

5 -0,800000016442 1,000000002000 -0,000000001500   -1,047197551197 -0,000000000289 m 

6 0,999999991500 1,000000000500 0,000000000000   -0,897597901026 -0,149599650460   

7 1,000000002000 1,000000000688 -0,000000000187   -0,785398163397 -0,261799388088   

8 1,000000018500 1,000000002667 -0,000000002167   -0,698131700798 -0,349065850688   

9 -0,799999997404 0,977932770573 0,022067229927   -0,942477796077 -0,104719755408   

10 1,562499980227 1,020492932920 -0,020492932420   -0,856797996434 -0,190399555052   

11 -0,800000012719 1,000000002000 -0,000000001500   -1,047197551197 -0,000000000289   

12 0,999999982500 1,000000000500 0,000000000000   -0,966643893412 -0,080553658073   

13 1,000000002000 1,000000000607 -0,000000000107   -0,897597901026 -0,149599650460   

14 1,000000027500 1,000000002400 -0,000000001900   -0,837758040957 -0,209439510528   

15 -0,799999976523 0,986150329957 0,013849670543   -0,981747704247 -0,065449847238   

16 1,562499994839 1,013212616754 -0,013212616254   -0,923997839291 -0,123199712194   

17 -0,800000026120 1,000000002000 -0,000000001500   -1,047197551197 -0,000000000289   

18 0,999999973500 1,000000000500 0,000000000000   -0,992081890607 -0,055115660878   

19 1,000000002000 1,000000000575 -0,000000000075   -0,942477796077 -0,104719755408   

20 1,000000036500 1,000000002286 -0,000000001786   -0,897597901026 -0,149599650460   

21 -0,799999986237 0,989908378312 0,010091622188   -0,999597662506 -0,047599888979   

22 1,562499967038 1,009749109902 -0,009749109402   -0,956136894571 -0,091060656914   

23 -0,800000030639 1,000000002000 -0,000000001500   -1,047197551197 -0,000000000289   

24 0,999999964500 1,000000000500 0,000000000000   -1,005309649149 -0,041887902337   

25 1,000000002000 1,000000000558 -0,000000000058   -0,966643893412 -0,080553658073   

26 1,000000045500 1,000000002222 -0,000000001722   -0,930842267730 -0,116355283755   

27 -0,799999982985 0,992062260403 0,007937740097   -1,009797638654 -0,037399912831   

28 1,562499957344 1,007724285165 -0,007724284665   -0,974977030424 -0,072220521061   

29 -0,800000038855 1,000000002000 -0,000000001500   -1,047197551197 -0,000000000289   

30 0,999999955500 1,000000000500 0,000000000000   -1,013416985029 -0,033780566456   

 

Нахождение нулей полинома 
x

3
–(1+2cosφ-10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/3 

x3=0,999999999 Таблица 6 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 0,500000000000 0,500000000000 0,499999999000 m 

1 0,999999999500 0,707106781010 0,292893217990 m 

2 1,999999993000 0,999999998667 0,000000000333 m 

3 124999997,5338 105,7371257168 -104,7371257178   

4 0,799999961033 39,81071647859 -38,81071647959   

5 0,000000010000 0,999999998667 0,000000000333   

6 0,500000003000 0,905723664005 0,094276334995   

7 1,000000000500 0,917004043033 0,082995955967   

8 1,999999987000 0,999999999111 -0,000000000111 m 

9 62499994,06275 6,019882261090 -5,019882262090   

10 0,800000011124 5,010791828501 -4,010791829501   

11 0,000000020000 0,999999998667 0,000000000333   

12 0,500000006000 0,948077514047 0,051922484953   

13 1,000000001500 0,951695152841 0,048304846159   

14 1,999999981000 0,999999999200 -0,000000000200   

15 41666663,77116 2,993896586995 -1,993896587995   

16 0,799999997721 2,770271135583 -1,770271136583   

17 0,000000030000 0,999999998667 0,000000000333   

18 0,500000009000 0,964175997638 0,035824001362   

19 1,000000002500 0,965936328756 0,034063670244   

20 1,999999975000 0,999999999238 -0,000000000238   

21 31249997,31454 2,191164580031 -1,191164581031   

22 0,800000008995 2,097246913308 -1,097246914308   

23 0,000000040000 0,999999998667 0,000000000333   

24 0,500000012000 0,972654947101 0,027345051899   

25 1,000000003500 0,973692720529 0,026307278471   

26 1,999999969000 0,999999999259 -0,000000000259   

27 24999997,80877 1,837435663443 -0,837435664443   

28 0,800000012182 1,785499174088 -0,785499175088   

29 0,000000050000 0,999999998667 0,000000000333   

30 0,500000015000 0,977888536020 0,022111462980   
 

уравнений. Здесь надо лишний раз напомнить, что нами используется принципиально 

Главу “Корни многочле-

нов” в университетском учеб-

нике “Введение в алгебру” 

Алексей Иванович Кострикин, 
академик Российской Акаде-

мии наук, начинает словами: 

“Займёмся тем, ради чего в 

прошлом изучали алгебру, – 

корнями многочленов. Эта об-

ласть перестала быть домини-

рующей в алгебре, но её важ-

ность никем не оспаривается. 

Дело в том, что многие задачи 

математики в конечном счёте 

сводятся к вычислению от-
дельных корней конкретных 

многочленов или к качествен-

ному описанию их совокупно-

сти”. Это авторитетное выска-

зывание приведено, чтобы 

сомневающиеся окрепли в ве-

ре и более стойко переносили 

обозрение многочисленных 

таблиц, связанных с вычисле-

ниями корней алгебраических 

уравнений. 
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новый метод решения алгебраических уравнений, совершенно не изученный, чем в 

значительной мере и объясняется такое обилие таблиц. 

6  ,     013131 23  xxx , 6

1

iex  , 12 x , 6

3

iex  . (16) 

Запишем представление комплексного корня 6ie  
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ie . (17) 

Рекуррентная формула: 

     321 3131   nnnn PPPP , 10 P , 311 P , 332 P . 

Непрерывная дробь (17) – ультрапериодическая. Период 12n . Для сравнения можно 

записать ультрапериодическую цепную дробь, представлявшую корень квадратного 

уравнения 0132  xx : 

 
 


3

1

3

1

3

1
36ie . 

Подходящие дроби этой ультрапериодической непрерывной дроби определяются 

выражением: 

 
 

6sin

61sin





n

n

Q

P

n

n 
 , ,2,1n . 

Следовательно, подходящие дроби имеют значения, которые периодически будут 

повторяться: 
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Запишем выражения, представляющие корни 2x  и 3x  уравнения (16). 
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Вместо уравнения 

     013131 23  xxx , 

имеющего сопряжённые комплексные корни 6

3,1

iex  , аргумент которых кратен чис-

лу π, что приводит в процессе вычисления подходящих к делениям на ноль, будем рас-

сматривать “близкое” уравнение: 

     01311031 293   xxx . (18) 

В табл. 7-9 приведены результаты вычислений корней уравнения (18) с использо-

ванием функций Никипорца, а также r/φ-алгоритма. Старшим по модулю корнем 

уравнения (18) является действительный корень. 

Если рассматривать исходное уравнение (16), то непрерывная дробь (17) будет 

представлять комплексный корень 6

1

iex  , причём, на графиках подходящие дейст-

вительного корня 12 x  будут обрамлены подходящими комплексно-сопряжённых 

корней. 
Нахождение нулей полинома 

x
3
–(1+2cosφ+10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/6 

x1=1,000000003732051 Таблица 71 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 2,732050808569 2,732050808569 -1,732050804837 m 

1 1,732050808935 2,175327748417 -1,175327744685 m 

2 1,366025405784 1,862813565890 -0,862813562158 m 

3 1,154700541355 1,652891652428 -0,652891648696 m 

4 1,000000004536 1,494842750119 -0,494842746387 m 

5 0,866025411016 1,364849286732 -0,364849283000 m 

6 0,732050820033 1,248635363112 -0,248635359380 m 

7 0,577350293704 1,133864349660 -0,133864345928 m 

8 0,366025464961 1,000000027190 -0,000000023458 m 

9 0,000000256708 0,219252160899 0,780747842834   

10 0,953254255638 0,250592438070 0,749407565662   

11 4086509,525732 1,000000017660 -0,000000013928 m 

12 2,732050396723 1,080378819557 -0,080378815825   

13 1,732050747758 1,117423537280 -0,117423533548   

14 1,366025389392 1,132488703906 -0,132488700173   

15 1,154700537355 1,133864339770 -0,133864336038   

16 1,000000006144 1,125515864102 -0,125515860370   

17 0,866025417016 1,109246923394 -0,109246919662   

18 0,732050832033 1,085247808069 -0,085247804337   

19 0,577350318096 1,051536717479 -0,051536713747   

20 0,366025526138 1,000000023305 -0,000000019573   

21 0,000000513415 0,517740595948 0,482259407784   

22 0,953254257183 0,531665103193 0,468334900539   

23 2043255,170758 1,000000017660 -0,000000013928 m 

24 2,732049984877 1,041021150030 -0,041021146298   

25 1,732050686581 1,061606183063 -0,061606179331   

26 1,366025373000 1,071565744552 -0,071565740820   

27 1,154700533355 1,074429118519 -0,074429114787   

28 1,000000007751 1,071772660096 -0,071772656364   

29 0,866025423016 1,064184526708 -0,064184522976   

30 0,732050844033 1,051418921888 -0,051418918156   

Просматривая числа ко-

лонки 2 таблицы 7, можно за-

метить не только то, что значе-

ния подходящих повторяются, 

то есть имеется период, рав-

ный 12, но связь значений под-

ходящих дробей с коэффици-

ентами исходного уравнения 

    013131 23  xxx , 

что, впрочем, вытекает из фор-

мулы Бине, определяющей 

значения подходящих дробей 

через корни исходного куби-

ческого уравнения. 

Значительно интересней 

анализ подходящих дробей для 

корней 2x  и 3x , приведённых в 

колонке 2 таблиц 8 и 9. Вни-

мательный анализ значений 

подходящих непрерывных 

дробей Никипорца, возможно, 

даст ключ к построению ана-

литических выражений для 

подходящих 
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подходящих дробей через корни исходных уравнений. 
 

Нахождение нулей полинома 
x

3
–(1+2cosφ+10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/6 

x2=0,9999999981339744e
i0,5235987750982994

 Таблица 8 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 0,999999999634 0,999999999634 -0,000000001500 m 0,000000000000 0,523598775098 m 

1 0,999999999000 0,999999999317 -0,000000001183 m 0,000000000000 0,523598775098   

2 0,999999997902 0,999999998845 -0,000000000711 m 0,000000000000 0,523598775098   

3 0,999999996000 0,999999998134 0,000000000000 m 0,000000000000 0,523598775098   

4 0,999999992536 0,999999997014 0,000000001120   0,000000000000 0,523598775098   

5 0,999999985608 0,999999995113 0,000000003021   0,000000000000 0,523598775098   

6 0,999999969510 0,999999991456 0,000000006678   0,000000000000 0,523598775098   

7 0,999999921431 0,999999982702 0,000000015431   0,000000000000 0,523598775098   

8 0,999999681749 0,999999949263 0,000000048871   0,000000000000 0,523598775098   

9 -0,953254667484 0,995224077113 0,004775921021   0,314159265359 0,209439509739 m 

10 1,100480865856 1,004361629297 -0,004361631163   0,285599332145 0,237999442954   

11 -0,953253840700 0,999999961947 0,000000036187   0,523598775598 -0,000000000500 m 

12 1,000000317519 0,999999989299 0,000000008835   0,483321946706 0,040276828392   

13 1,000000076569 0,999999995533 0,000000002601   0,448798950513 0,074799824585   

14 1,000000026294 0,999999997583 0,000000000551   0,418879020479 0,104719754620   

15 1,000000006392 0,999999998134 0,000000000000   0,392699081699 0,130899693400   

16 0,999999992536 0,999999997805 0,000000000329   0,369599135716 0,153999639382   

17 0,999999975215 0,999999996550 0,000000001584   0,349065850399 0,174532924699   

18 0,999999941117 0,999999993632 0,000000004502   0,330693963536 0,192904811563   

19 0,999999843862 0,999999986144 0,000000011990   0,314159265359 0,209439509739   

20 0,999999363865 0,999999956511 0,000000041623   0,299199300342 0,224399474756   

21 -0,953255080876 0,997826290324 0,002173707810   0,428398998217 0,095199776882   

22 1,100480865856 1,002083627375 -0,002083629241   0,409772954816 0,113825820282   

23 -0,953253427309 0,999999961947 0,000000036187   0,523598775598 -0,000000000500   

24 1,000000635403 0,999999988886 0,000000009248   0,502654824574 0,020943950524   

25 1,000000154138 0,999999995242 0,000000002892   0,483321946706 0,040276828392   

26 1,000000054687 0,999999997443 0,000000000691   0,465421133865 0,058177641233   

27 1,000000016785 0,999999998134 0,000000000000   0,448798950513 0,074799824585   

28 0,999999992536 0,999999997941 0,000000000193   0,433323124633 0,090275650465   

29 0,999999964823 0,999999996837 0,000000001297   0,418879020479 0,104719754620   

30 0,999999912725 0,999999994124 0,000000004010   0,405366794012 0,118231981087   

 

Нахождение нулей полинома 
x

3
–(1+2cosφ+10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/6 

x3=0,9999999981339744e
-i0,5235987750982994

 Таблица 9 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 0,366025403784 0,366025403784 0,633974594350 m 0,000000000000 -0,523598775098 m 

1 0,577350269312 0,459700843430 0,540299154704 m 0,000000000000 -0,523598775098   

2 0,732050808033 0,536822374212 0,463177623922 m 0,000000000000 -0,523598775098   

3 0,866025405016 0,605000334049 0,394999664085 m 0,000000000000 -0,523598775098   

4 1,000000002928 0,668966687570 0,331033310564 m 0,000000000000 -0,523598775098   

5 1,154700545355 0,732681633502 0,267318364632 m 0,000000000000 -0,523598775098   

6 1,366025422177 0,800874328957 0,199125669177 m 0,000000000000 -0,523598775098   

7 1,732050870112 0,881939729032 0,118060269102 m 0,000000000000 -0,523598775098   

8 2,732051220415 1,000000023547 -0,000000025413 m 0,000000000000 -0,523598775098   

9 -4086507,894162 4,582845786641 -3,582845788507   -0,314159265359 -0,209439509739 m 

10 0,953254252546 3,973213715338 -2,973213717204   -0,285599332145 -0,237999442954   

11 -0,000000256708 1,000000020392 -0,000000022258 m -0,523598775598 0,000000000500 m 

12 0,366025342608 0,925601272997 0,074398725137   -0,483321946706 -0,040276828392   

13 0,577350244919 0,894915822967 0,105084175167   -0,448798950513 -0,074799824585   

14 0,732050796033 0,883011017212 0,116988980922   -0,418879020479 -0,104719754620   

15 0,866025399016 0,881939723114 0,118060275020   -0,392699081699 -0,130899693400   

16 1,000000001321 0,888481481328 0,111518516806   -0,369599135716 -0,153999639382   

17 1,154700549355 0,901512532837 0,098487465297   -0,349065850399 -0,174532924699   

18 1,366025438569 0,921448538235 0,078551459899   -0,330693963536 -0,192904811563   

19 1,732050931289 0,950989154477 0,049010843657   -0,314159265359 -0,209439509739   

20 2,732051632261 1,000000020183 -0,000000022049 m -0,299199300342 -0,224399474756   

21 -2043253,539188 1,935676771003 -0,935676772869   -0,428398998217 -0,095199776882   

22 0,953254251001 1,876972363067 -0,876972364933   -0,409772954816 -0,113825820282   

23 -0,000000513416 1,000000020392 -0,000000022258   -0,523598775598 0,000000000500   

24 0,366025281431 0,960595287699 0,039404710435   -0,502654824574 -0,020943950524   

25 0,577350220527 0,941968896482 0,058031101652   -0,483321946706 -0,040276828392   

26 0,732050784033 0,933213857984 0,066786140150   -0,465421133865 -0,058177641233   

27 0,866025393016 0,930726824720 0,069273173414   -0,448798950513 -0,074799824585   

28 0,999999999713 0,933033692023 0,066966306110   -0,433323124633 -0,090275650465   

29 1,154700553355 0,939686659659 0,060313338475   -0,418879020479 -0,104719754620   

30 1,366025454961 0,951095690841 0,048904307293   -0,405366794012 -0,118231981087   
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На рис. 2 приведены значения подходящих непрерывных дробей Никипорца, ко-

торые представляют корни кубического уравнения     01311031 293   xxx . 

Рис. 2. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (18). 
Структура графиков расположения подходящих дробей корней исходного алгеб-

раического уравнения и “возмущённого” обсуждались в предыдущем примере. Пред-

положения о характере расположения подходящих дробей для алгебраических уравне-

ний, имеющих сопряжённые комплексные корни с аргументами, кратными числу π, 
находят экспериментальное подтверждение, что будет рассмотрено ниже. 

Рассмотрим решение алгебраического уравнения 

     01cos21cos21 23  xxx   (19) 

при малых значениях аргумента φ. Положим 30  . 

   552315
8

1

30
cos 


. (20) 

Чтобы избежать делений на ноль, вместо уравнения (19) при 30   будем ре-

шать “близкое” уравнение 

 01
30

cos2110
30

cos21 293 
















  xxx


. (21) 

Используя функции Никипорца, определим корни кубического уравнения (21). 
Результаты вычислений приведены в табл. 10-12. 

Как уже отмечалось, в теоретическом плане функции Никипорца имеют некото-

рые преимущества перед формулами Эйткена, так как в отличие от формул Эйткена, 

функции Никипорца представляются двумя “симметричными” отношениями опреде-

x 1 = 1,000000003732051

0

3

0 10 20 30

x 3 = 0,9999999981339744e
-i 0 ,52 35 98 77 50 98 29 94

-3

0

3
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x 2 = 0,9999999981339744e
i 0 ,52 35 98 77 50 98 29 94
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лителей, то есть определителями, имеющими одинаковую размерность. 
 

Нахождение нулей полинома 
x

3
–(1+2cosφ+10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/30 

x1=1,00000009127247 Таблица 10 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 2,989043791737 2,989043791737 -1,989043700464 m 

1 1,989043792071 2,438306584124 -1,438306492851 m 

2 1,654488640490 2,142628138886 -1,142628047614 m 

3 1,486289653421 1,955401602422 -0,955401511150 m 

4 1,384627434331 1,824968446058 -0,824968354785 m 

5 1,316227430006 1,728229004002 -0,728228912730 m 

6 1,266827857032 1,653225866246 -0,653225774974 m 

7 1,229296673955 1,593117308167 -0,593117216894 m 

8 1,199670562917 1,543691276800 -0,543691185528 m 

9 1,175570513392 1,502205243068 -0,502205151795 m 

10 1,155481624029 1,466792589135 -0,466792497862 m 

11 1,138392994452 1,436136321067 -0,436136229795 m 

12 1,123603811397 1,409279112300 -0,409279021027 m 

13 1,110612530884 1,385507370220 -0,385507278948 m 

14 1,099050376999 1,364277628605 -0,364277537333 m 

15 1,088639767349 1,345168217005 -0,345168125733 m 

46 0,865441510197 1,090440736949 -0,090440645677 m 

47 0,850652748295 1,084813790996 -0,084813699723 m 

48 0,833564712881 1,078996857330 -0,078996766058 m 

49 0,813476689319 1,072918363281 -0,072918272009 m 

50 0,789377952143 1,066481465063 -0,066481373790 m 

51 0,759753930124 1,059548881761 -0,059548790488 m 

52 0,722226286261 1,051914580099 -0,051914488827 m 

53 0,672833222223 1,043245522361 -0,043245431088 m 

54 0,604446621893 1,032944336807 -0,032944245534 m 

55 0,502817012701 1,019749686433 -0,019749595161 m 

56 0,334722334541 1,000013136814 -0,000013045541 m 

57 0,000749885091 0,883336559647 0,116663531625   

58 0,998170746899 0,885168281407 0,114831809865   

59 1335,976018600 1,000012411632 -0,000012320359 m 

60 2,987556331514 1,018116249892 -0,018116158620   
 

 

Нахождение нулей полинома 
x

3
–(1+2cosφ+10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/30 

x2=0,9999999543637677e
i0,1047197527279973

 Таблица 11 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 0,999999999665 0,999999999665 -0,000000045302 m 0,000000000000 0,104719752728 m 

1 0,999999999161 0,999999999413 -0,000000045049 m 0,000000000000 0,104719752728   

2 0,999999998449 0,999999999092 -0,000000044728 m 0,000000000000 0,104719752728   

3 0,999999997524 0,999999998700 -0,000000044336 m 0,000000000000 0,104719752728   

4 0,999999996378 0,999999998235 -0,000000043872 m 0,000000000000 0,104719752728   

5 0,999999995003 0,999999997697 -0,000000043333 m 0,000000000000 0,104719752728   

6 0,999999993386 0,999999997081 -0,000000042717 m 0,000000000000 0,104719752728   

7 0,999999991514 0,999999996385 -0,000000042021 m 0,000000000000 0,104719752728   

8 0,999999989372 0,999999995606 -0,000000041242 m 0,000000000000 0,104719752728   

9 0,999999986939 0,999999994739 -0,000000040375 m 0,000000000000 0,104719752728   

10 0,999999984195 0,999999993781 -0,000000039417 m 0,000000000000 0,104719752728   

11 0,999999981114 0,999999992725 -0,000000038361 m 0,000000000000 0,104719752728   

12 0,999999977667 0,999999991567 -0,000000037203 m 0,000000000000 0,104719752728   

13 0,999999973820 0,999999990299 -0,000000035935 m 0,000000000000 0,104719752728   

14 0,999999969534 0,999999988915 -0,000000034551 m 0,000000000000 0,104719752728   

15 0,999999964763 0,999999987405 -0,000000033041 m 0,000000000000 0,104719752728   

46 0,999996536139 0,999999572431 0,000000381933   0,000000000000 0,104719752728   

47 0,999995488005 0,999999487338 0,000000467025   0,000000000000 0,104719752728   

48 0,999993974582 0,999999374833 0,000000579531   0,000000000000 0,104719752728   

49 0,999991705119 0,999999221438 0,000000732926   0,000000000000 0,104719752728   

50 0,999988139658 0,999999004147 0,000000950217   0,000000000000 0,104719752728   

51 0,999982198298 0,999998680955 0,000001273409   0,000000000000 0,104719752728   

52 0,999971505300 0,999998168200 0,000001786164   0,000000000000 0,104719752728   

53 0,999950121493 0,999997278425 0,000002675939   0,000000000000 0,104719752728   

54 0,999900230397 0,999995513831 0,000004440532   0,000000000000 0,104719752728   

55 0,999750576436 0,999991139423 0,000008814941   0,000000000000 0,104719752728   

56 0,999002652523 0,999973789121 0,000026165242   0,000000000000 0,104719752728   

57 -0,999660420893 0,999968385389 0,000031568975   0,054165390579 0,050554362149 m 

58 1,003668584345 1,000030986837 -0,000031032473   0,053247333112 0,051472419616   

59 -0,996683271658 0,999975099546 0,000024854817   0,104719755120 -0,000000002392 m 

60 1,000998347521 0,999991865667 0,000008088696   0,103003037823 0,001716714905   
 

 
Остановимся особо на 

графике, показанном на рис. 3. 

Как видно из этого графика и 

из второй колонки табл. 11, 

пятьдесят шесть подходящих 

имеют практически единичное 

значение.  

Любопытно, что 

последовательность подходя-

щих непрерывных дробей Ни-

кипорца для второго корня ку-
бического уравнения 

   23 cos21 xx   

  01cos21  x , 

 

принимающих подряд единич-

ные значения, может быть 

сколь угодно длинной при со-

ответствующем выборе φ. По-

лучается своеобразный генера-

тор единиц. 



ГЛАВА IV  
 

248 
 

Нахождение нулей полинома 
x

3
–(1+2cosφ+10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/30 

x3=0,9999999543637677e
-i0,1047197527279973

 Таблица 12 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 0,334555152085 0,334555152085 0,665444802278 m 0,000000000000 -0,104719752728 m 
1 0,502754139866 0,410120698971 0,589879255393 m 0,000000000000 -0,104719752728   
2 0,604416359882 0,466716544397 0,533283409967 m 0,000000000000 -0,104719752728   
3 0,672816365353 0,511403897829 0,488596056534 m 0,000000000000 -0,104719752728   
4 0,722215939702 0,547954680490 0,452045273873 m 0,000000000000 -0,104719752728   

5 0,759747124396 0,578627022222 0,421372932142 m 0,000000000000 -0,104719752728   
6 0,789373237305 0,604878028669 0,395121925695 m 0,000000000000 -0,104719752728   
7 0,813473288973 0,627700169026 0,372299785337 m 0,000000000000 -0,104719752728   
8 0,833562180768 0,647797923991 0,352202030373 m 0,000000000000 -0,104719752728   
9 0,850650813089 0,665688000941 0,334311953423 m 0,000000000000 -0,104719752728   

10 0,865439999225 0,681759652746 0,318240301617 m 0,000000000000 -0,104719752728   

11 0,878431283185 0,696312733412 0,303687220952 m 0,000000000000 -0,104719752728   
12 0,889993440917 0,709582650950 0,290417303414 m 0,000000000000 -0,104719752728   
13 0,900404054854 0,721757264663 0,278242689700 m 0,000000000000 -0,104719752728   
14 0,909876427318 0,732988645506 0,267011308858 m 0,000000000000 -0,104719752728   
15 0,918577536142 0,743401457121 0,256598497243 m 0,000000000000 -0,104719752728   
46 1,155483590850 0,917060775230 0,082939179134 m 0,000000000000 -0,104719752728   

47 1,175573127835 0,921817662130 0,078182292234 m 0,000000000000 -0,104719752728   
48 1,199674134474 0,926787338048 0,073212616316 m 0,000000000000 -0,104719752728   
49 1,229301721955 0,932038086760 0,067961867603 m 0,000000000000 -0,104719752728   
50 1,266835307178 0,937663736889 0,062336217474 m 0,000000000000 -0,104719752728   
51 1,316239064214 0,943799135898 0,056200818466 m 0,000000000000 -0,104719752728   
52 1,384647048350 0,950649273926 0,049350680438 m 0,000000000000 -0,104719752728   

53 1,486326548638 0,958549737476 0,041450216888 m 0,000000000000 -0,104719752728   
54 1,654570880759 0,968110720545 0,031889233819 m 0,000000000000 -0,104719752728   
55 1,989291254123 0,980641498555 0,019358455808 m 0,000000000000 -0,104719752728   
56 2,990533465731 1,000013074580 -0,000013120216 m 0,000000000000 -0,104719752728   
57 -1333,990643393 1,132107128013 -0,132107173649   -0,054165390579 -0,050554362149 m 
58 0,998170731880 1,129693680995 -0,129693726632   -0,053247333112 -0,051472419616   

59 -0,000751007317 1,000012489287 -0,000012534923 m -0,104719755120 0,000000002392 m 
60 0,334387886730 0,982214098346 0,017785856018   -0,103003037823 -0,001716714905   

 

На рис. 3 показано расположение значений подходящих дробей, представляющих 

корни уравнения (21). 

Рис. 3. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (21). 
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4.2. Решение уравнений с использованием QD-алгоритма 

Вычислим корни “возмущённого” кубического уравнения 

   012102 293   xxx . (22) 

Это уравнение уже рассматривалось в параграфе “Ультрапериодические непре-
рывные дроби”, где решалось при помощи непрерывных дробей Никипорца непосред-

ственным вычислением определителей, что ограничивало достижения высокой точно-

сти при нахождении корней. В этом разделе будем использовать “упрощённую” схему 

QD-алгоритма Рутисхаузера. 

Как уже отмечалось выше, алгебраическое уравнение 

 0122 23  xxx  (23) 

имеет комплексно-сопряжённые корни, аргумент которых равен 3 , то есть кратен 

числу π, что приводит к появлению подходящих дробей с “экстремальными” значе-

ниями “0” и “∞”, затрудняющими проведение вычислений на компьютере. 

В табл. 13 приведены значения первых двадцати подходящих дробей непрерыв-

ной дроби Хессенберга, которой представляется 1x  уравнения (22): 
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x . (24) 

Вычисления значений непрерывной дроби (24) производилось по нелинейной ре-

куррентной формуле. 
 

Нахождение нулей полинома 
x

3
-(1+2cosφ+10

-9
)x

2
+(1+2cosφ)x-1=0, φ=π/3 

x1=1,000000001 Таблица 13 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 2,000000001000 2,000000001000 -1,000000000000 m 

1 1,000000001500 1,414213563790 -0,414213562787 m 

2 0,500000003000 1,000000002670 -0,000000001667 m 

3 0,000000010000 0,010000000004 0,990000000996  

4 0,800000002058 0,024022488700 0,975977512300  

5 124999999,9650 1,000000000670 0,000000000333 m 

6 1,999999995000 1,104089513910 -0,104089512910  

7 1,000000002500 1,090507733210 -0,090507732211  

8 0,500000006000 1,000000001780 -0,000000000778  

9 0,000000020000 0,169864646512 0,830135354488  

10 0,800000002889 0,195561623969 0,804438377031  

11 62500000,09430 1,000000000670 0,000000000333  

12 1,999999989000 1,054766076680 -0,054766075684  

13 1,000000003500 1,050756639100 -0,050756638104  

14 0,500000009000 1,000000001600 -0,000000000600  

15 0,000000030000 0,338703807334 0,661296193666  

16 0,800000003731 0,356268259495 0,643731741505  

17 41666666,80150 1,000000000670 0,000000000333  

18 1,999999983000 1,037155044640 -0,037155043637  

19 1,000000004500 1,035264924260 -0,035264923255  

20 0,500000012000 1,000000001520 -0,000000000524  
 

как бы по наследству досталась непрерывной дроби Хессенберга (24), которая вынуж-
дена представлять вещественный корень, модуль которого наибольший. 

Как видно из колонки 2 

табл. 13, подходящие непре-

рывной дроби Хессенберга 
(24), представляющие старший 

по модулю вещественный ко-

рень кубического уравнения 

(22), имеют чётко различимых 

шесть значений. Это связано, 

как уже отмечалось, с тем об-

стоятельством, что решалось 

“возмущённое” уравнение (22). 

Если бы находились корни ис-

ходного уравнения (23), то 

первым бы при помощи непре-

рывной дроби Хессенберга оп-
ределялся бы комплексный ко-

рень 3

1

iex  . Свойство “ком-

плексной” дроби Хессенберга 
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Если сравнить данные колонок 2 табл. 1 и табл. 13, то, как и следовало ожидать, 

имеет место совпадение значений подходящих непрерывной дроби (24), вычисленные 

непосредственно через определители и по нелинейной рекуррентной формуле. Естест-

венно, что совпадают в обеих таблицах значения модуля корня, помещённые в третьей 

колонке. Модуль определяется по формуле 

  
n

n

i

iXr 



1

3,10 , (25) 

где  iX 3,1  – i-я подходящая непрерывной дроби. 

Из рассмотренных в этом параграфе примеров можно заключить, что старший по 

модулю действительный корень кубического уравнения в случае, если сопряжённые 

комплексные корни имеют аргумент, “почти” кратный числу π, не может быть уста-

новлен “без проблем”, как предел, к которому стремятся 

значения подходящих дробей, представляющих дейст-

вительный корень. Например, подходящие непрерывной 
дроби Хессенберга (24) имеют шесть чётко различимых 

значения. В принципе, вполне достаточно этих шести 

значений, чтобы вычислить модуль корня с достаточно 

высокой точностью. Для этого следует перемножить 

значения подходящих “на периоде” и извлечь из произ-

ведения корень шестой степени, что подтверждает каж-

дая шестая строка колонки 2 табл. 14. Аналогично об-

стоит дело с определением значения аргумента ком-

плексного модуля, если этот аргумент почти кратен 

числу π, – достаточно подсчитать число отрицательных 

подходящих на одном периоде. Естественно, для этого 
надо знать длину периода, то есть аргумент искомого 

корня. 

Можно действовать по общей схеме и при решении 

уравнений с аргументами, имеющими кратные числу π 

аргументы. Для этого необходимо встретившись с опе-

рацией “деление на ноль” внести незначительное возмущение в коэффициенты исход-

ного уравнения и найти затем при помощи QD-алгоритма Рутисхаузера достаточно 

большое число подходящих дробей. Вычисление коэффициентов  mx1 , составляющих 

первую строку QD-схемы Рутисхаузера, никакой сложности не представляет и может 
быть выполнено по нелинейной рекуррентной схеме. 

В табл. 15 приведены значения 1x , определённые по формуле n

n

i

ii QPx 



1

1 , где 

ii QP  – подходящие непрерывной дроби Хессенберга (24). 

В первой колонке табл. 15 приведены номера подходящих дробей непрерывной 

дроби Хессенберга (24), то есть размерность определителя, стоящего в знаменателе 

(24). Номера подходящих n кратны степени 2. Следовательно, ни одна из подходящих 

не замыкает период, который состоит из шести подходящих, и тем не менее, с увели-

чением числа подходящих асимптотически повышается точность в определении зна-

чения 1x . Это легко объяснить тем, что подходящие дроби, представляющие 1x  “воз-

мущённого” уравнения (22) “плывут” на периоде, сглаживая фиксированные значения 

подходящих, которые присущи ультрапериодическим непрерывным дробям. 

Следует только обратить внимание, что вследствие того, что значения подходя-

щих дробей “возмущённого” уравнения “плывут” по кругу, то рано или поздно опять 

x1=1,00000000

1 

Таблица 14 

Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 
0 2,000000001000 

1 1,000000001500 

2 0,500000003000 

3 0,000000010000 

4 0,800000002058 

5 124999999,9650 

6 1,999999995000 

7 1,000000002500 

8 0,500000006000 

9 0,000000020000 

10 0,800000002889 

11 62500000,09430 

12 1,999999989000 

13 1,000000003500 

14 0,500000009000 

15 0,000000030000 

16 0,800000003731 

17 41666666,80150 

18 1,999999983000 

19 1,000000004500 

20 0,500000012000 
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возникнет неблагоприятная ситуация с отсчётом “экстремальных” подходящих, кото-

рая уже была на начальном этапе вычислений при малых значениях n. 
 

Нахождение нулей полинома 
x

3
-(1+2cosφ+10

-9
)x

2
+(1+2cosφ)x-1=0, φ=π/3 

x1=1,000000001 Таблица 15 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 2,000000001000 2,000000001000 -1,000000000000 m 

1 1,000000001500 1,414213563790 -0,414213562787 m 

2 0,500000003000 1,000000002670 -0,000000001667 m 

4 0,800000002058 0,024022488700 0,975977512300   

8 0,500000006000 1,000000001780 -0,000000000778 m 

16 0,800000003731 0,356268259495 0,643731741505   

32 0,500000018000 1,000000001450 -0,000000000455 m 

64 0,800000010457 0,778849561543 0,221150439457   

128 0,500000066000 1,000000001360 -0,000000000364 m 

256 0,800000037338 0,943735782799 0,056264218201   

512 0,500000258000 1,000000001340 -0,000000000341 m 

1024 0,800000144861 0,986913542765 0,013086458235   

2048 0,500001025999 1,000000001340 -0,000000000335 m 

4096 0,800000574940 0,997046759486 0,002953241514   

8192 0,500004097992 1,000000001330 -0,000000000334 m 

16384 0,800002295252 0,999345262037 0,000654738963   

32768 0,500016385866 1,000000001330 -0,000000000333 m 

65536 0,800009176419 0,999857416306 0,000142584694   

131072 0,500065535852 1,000000001330 -0,000000000333   

262144 0,800036699736 0,999969640055 0,000030360945   

524288 0,500262111636 1,000000001330 -0,000000000333   

1048576 0,800146771351 0,999993732244 0,000006268756   

2097152 0,501048027986 1,000000001330 -0,000000000332 m 

4194304 0,800586711317 0,999998763855 0,000001237145   

8388608 0,504185493520 1,000000001330 -0,000000000329 m 

 

представляемого квазипериодической непрерывной дробью, может с высокой степе-

нью точности определяться при произвольно выбранном номере подходящей. Напри-

мер, номер подходящей 8388608 не кратен шести, т. е. эта подходящая не замыкает 

период подходящих, тем не менее, точность модуля корня устанавливается с большой 

точностью, как то следует из колонок 3 и 4 таблицы 15. 

Приведём аналогичные таблицы для комплексных корней уравнения (22), при-

чём, значения подходящих дробей в колонках 2 таблиц 17 и 19 определялись по алго-

ритму Рутисхаузера, подробно рассмотренному выше. 
 

Нахождение нулей полинома 
x

3
-(1+2cosφ+10

-9
)x

2
+(1+2cosφ)x-1=0, φ=π/3 

x2=0,9999999994999999e
i1,047197550907922

 Таблица 16 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 0,499999999500 0,499999999500 0,500000000000 m 0,000000000000 0,785398162897 m 

1 0,499999997500 0,499999998500 0,500000001000  0,000000000000 0,785398162897   

2 -0,000000016000 0,001587401048 0,998412598452  0,000000000000 0,785398162897   

3 125000000,7280 0,840896414749 0,159103584751 m 0,000000000000 0,785398162897   

4 -124999998,7650 36,238983094900 -35,238983095400  0,628318530718 0,157079632179 m 

5 0,000000016000 0,999999999000 0,000000000500 m 0,523598775598 0,261799387299   

6 0,500000001500 0,905723663876 0,094276335624  0,448798950513 0,336599212385   

7 0,499999995500 0,840896413992 0,159103585508  0,785398163397 -0,000000000500 m 

8 -0,000000032000 0,125992104730 0,874007894770  0,698131700798 0,087266462100   

9 62500000,85680 0,933032991089 0,066967008411  0,628318530718 0,157079632179   

10 -62499998,89430 4,801202251460 -3,801202251960  0,571198664289 0,214199498608   

11 0,000000032000 0,999999999000 0,000000000500  0,523598775598 0,261799387299   

12 0,500000003500 0,948077513975 0,051922485525  0,724982920059 0,060415242838   

13 0,499999993500 0,905723663099 0,094276336401  0,673198425769 0,112199737128   

14 -0,000000048000 0,296445877724 0,703554121776  0,628318530718 0,157079632179   

15 41666667,56400 0,957603280268 0,042396719232  0,785398163397 -0,000000000500   

16 -41666665,60150 2,694729771490 -1,694729771990  0,739198271433 0,046199891465   

17 0,000000048000 0,999999999000 0,000000000500  0,698131700798 0,087266462100   

18 0,500000005500 0,964175997587 0,035824001913  0,661387927072 0,124010235826   

19 0,499999991500 0,933032990417 0,066967009083  0,628318530718 0,157079632179   

20 -0,000000064000 0,425370744563 0,574629254937  0,747998250855 0,037399912043   

 

Здесь вновь можно воз-

вратиться к парадоксальному 

представлению серией единиц 

корня (уравнения). Как из-

вестно, в классических цепных 

дробях две соседние подходя-

щие дроби не могут прини-

мать одинаковые значения. 

Знаменитый академик Пётр 

Кузьмич Анохин (1898-1974) 

говорил: “Уметь не упускать 
из внимания многие стороны 

эксперимента, не пропустить 

ни одного даже случайного яв-

ления, подчас не имеющего 

прямого отношения к целям 

эксперимента, – это залог но-

вых открытий и совершен-

ствований”. 

Как видно из таблицы 15, 

при большом числе подходя-

щих, значение модуля корня, 
представляемого 
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Нахождение нулей полинома 
x

3
-(1+2cosφ+10

-9
)x

2
+(1+2cosφ)x-1=0, φ=π/3 

x2=0,9999999994999999e
i1,047197550907922

 Таблица 17 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 0,499999999500 0,499999999500 0,500000000000 m 0,000000000000 1,047197550910 m 

1 0,499999997500 0,499999998500 0,500000001000  0,000000000000 1,047197550910  

2 -0,000000016000 0,001587401048 0,998412598452  1,047197551200 -0,000000000289 m 

4 -124999998,7650 36,238983094900 -35,238983095400  1,256637061440 -0,209439510528  

8 -0,000000032000 0,125992104730 0,874007894770  1,047197551200 -0,000000000289  

16 -41666665,60150 2,694729771490 -1,694729771990  1,108797407150 -0,061599856241  

32 -0,000000096000 0,587621002240 0,412378997260 m 1,047197551200 -0,000000000289  

64 -11363635,35940 1,270326005830 -0,270326006329 m 1,063308282750 -0,016110731846  

128 -0,000000352000 0,881670005847 0,118329993653 m 1,047197551200 -0,000000000289  

256 -2906975,757030 1,056764594420 -0,056764594922 m 1,051272249840 -0,004074698931  

512 -0,000001375999 0,971405812917 0,028594186583 m 1,047197551200 -0,000000000289  

1024 -730993,1693100 1,012575005620 -0,012575006122 m 1,048219207340 -0,001021656436  

2048 -0,000005471992 0,993432028001 0,006567971499 m 1,047197551200 -0,000000000289  

4096 -183015,1237960 1,002792315790 -0,002792316290 m 1,047453152260 -0,000255601351  

8192 -0,000021855873 0,998522105803 0,001477893697 m 1,047197551200 -0,000000000289  

16384 -45769,79859430 1,000612835010 -0,000612835506 m 1,047261463160 -0,000063912254  

32768 -0,000087389972 0,999672565530 0,000327433970 m 1,047197551200 -0,000000000289  

65536 -11442,76130110 1,000132024820 -0,000132025316 m 1,047213529920 -0,000015979011  

131072 -0,000349503551 0,999928703172 0,000071296328 m 1,047197551200 -0,000000000289  

262144 -2860,019916720 1,000027715320 -0,000027715820 m 1,047201545920 -0,000003995015  

524288 -0,001397593010 0,999984817988 0,000015181512 m 1,047197551200 -0,000000000289  

1048576 -714,2733255880 1,000005605420 -0,000005605921 m 1,047198549880 -0,000000998973  

2097152 -0,005584123193 0,999996864221 0,000003135279 m 1,047197551200 -0,000000000289  

4194304 -177,8334131870 1,000001069550 -0,000001070051 m 1,047197800870 -0,000000249960  

8388608 -0,022237639427 0,999999380036 0,000000619464 m 1,047197551200 -0,000000000289  

 

Нахождение нулей полинома 
x

3
-(1+2cosφ+10

-9
)x

2
+(1+2cosφ)x-1=0, φ=π/3 

x3=0,9999999994999999e
-i1,047197550907922

 Таблица 18 
Номер 

дроби, 
i 

Значение 

подходящих 
дробей 

Значение 

модуля, 
ri 

Погрешность 

модуля, 
r0–ri 

min 

Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 

аргумента, 
φ0–φi 

min 

0 1,000000000500 1,000000000500 -0,000000001000 m 0,000000000000 -1,047197550910 m 

1 2,000000007000 1,414213565200 -0,414213565702   0,000000000000 -1,047197550910  

2 -124999999,5280 629,9605249940 -628,9605249940   -1,047197551200 0,000000000289 m 

3 0,800000000378 118,9207115210 -117,9207115210   -0,785398163397 -0,261799387510  

4 -0,000000010000 1,148698356830 -0,148698357335   -1,256637061440 0,209439510528  

5 0,499999997000 1,000000000330 -0,000000000833 m -1,047197551200 0,000000000289  

6 0,999999999500 1,000000000210 -0,000000000714 m -0,897597901026 -0,149599649882  

7 2,000000013000 1,090507733760 -0,090507734256   -0,785398163397 -0,261799387510  

8 -62499999,65680 7,937005262050 -6,937005262550   -1,047197551200 0,000000000289  

9 0,799999999524 6,309573446010 -5,309573446510   -0,942477796077 -0,104719754831  

10 -0,000000020000 1,065041090990 -0,065041091489   -1,142397328580 0,095199777670  

11 0,499999994000 1,000000000330 -0,000000000833   -1,047197551200 0,000000000289  

12 0,999999998500 1,000000000190 -0,000000000692 m -0,966643893412 -0,080553657496  

13 2,000000019000 1,050756639550 -0,050756640054   -0,897597901026 -0,149599649882  

14 -41666666,36400 3,373297028370 -2,373297028870   -1,047197551200 0,000000000289  

15 0,799999998692 3,083147458880 -2,083147459380   -0,981747704247 -0,065449846661  

16 -0,000000030000 1,041616012120 -0,041616012621   -1,108797407150 0,061599856241  

17 0,499999991000 1,000000000330 -0,000000000833   -1,047197551200 0,000000000289  

18 0,999999997500 1,000000000180 -0,000000000684 m -0,992081890607 -0,055115660301  

19 2,000000025000 1,035264924670 -0,035264925170   -0,942477796077 -0,104719754831  

20 -31249999,71850 2,350890396810 -1,350890397310   -1,047197551200 0,000000000289  
 

Из вторых колонок таблиц 16 и 18, в которой приведены подряд значения подхо-

дящих дробей, вычисляемые по “упрощённой” схеме Рутисхаузера, видно, что значе-

ния подходящих периодически повторяются, причём период содержит шесть подхо-

дящих. Как уже отмечалось, это объясняется тем, что комплексные корни имеют аргу-

мент, который кратен числу π. В данном случае 3  . Периодическое повторение 

подходящих наблюдалось и в случае обыкновенных цепных дробей: 

 
.1

1

1

1

1

1
13

 
ie    ,0,1,,0,1 , 

которые детально рассматривались в [519]. 
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Нахождение нулей полинома 

x
3
-(1+2cosφ+10

-9
)x

2
+(1+2cosφ)x-1=0, φ=π/3 

x3=0,9999999994999999e
i1,047197550907922

 Таблица 19 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 1,000000000500 1,000000000500 -0,000000001000 m 0,000000000000 -1,047197550910 m 

1 2,000000007000 1,414213565200 -0,414213565702  0,000000000000 -1,047197550910  

2 -124999999,5280 629,9605249940 -628,9605249940  -1,047197551200 0,000000000289 m 

4 -0,000000010000 1,148698356830 -0,148698357335  -1,256637061440 0,209439510528  

8 -62499999,65680 7,937005262050 -6,937005262550  -1,047197551200 0,000000000289  

16 -0,000000030000 1,041616012120 -0,041616012621  -1,108797407150 0,061599856241  

32 -20833333,07240 1,701777156930 -0,701777157432  -1,047197551200 0,000000000289  

64 -0,000000110000 1,010720865140 -0,010720865640  -1,063308282750 0,016110731846  

128 -5681817,951550 1,134211203740 -0,134211204243  -1,047197551200 0,000000000289  

256 -0,000000430000 1,002700712450 -0,002700712951  -1,051272249840 0,004074698931  

512 -1453488,150390 1,029435880830 -0,029435881325  -1,047197551200 0,000000000289  

1024 -0,000001710002 1,000676471190 -0,000676471690  -1,048219207340 0,001021656436  

2048 -365496,8565300 1,006611394110 -0,006611394615  -1,047197551200 0,000000000289  

4096 -0,000006830032 1,000169199730 -0,000169200227  -1,047453152260 0,000255601351  

8192 -91507,83377530 1,001480080260 -0,001480080765  -1,047197551200 0,000000000289  

16384 -0,000027310507 1,000042305990 -0,000042306493  -1,047261463160 0,000063912254  

32768 -22885,17118150 1,000327540380 -0,000327540884  -1,047197551200 0,000000000289  

65536 -0,000109238114 1,000010577810 -0,000010578315  -1,047213529920 0,000015979011  

131072 -5721,652563020 1,000071300580 -0,000071301078  -1,047197551200 0,000000000289  

262144 -0,000437039844 1,000002645470 -0,000002645974  -1,047201545920 0,000003995015  

524288 -1430,281983320 1,000015180910 -0,000015181410  -1,047197551200 0,000000000289  

1048576 -0,001749709344 1,000000662370 -0,000000662870  -1,047198549880 0,000000998973  

2097152 -357,4091379320 1,000003134460 -0,000003134956  -1,047197551200 0,000000000289  

4194304 -0,007023899013 1,000000166590 -0,000000167095  -1,047197800870 0,000000249960  

8388608 -89,19098701350 1,000000618640 -0,000000619135  -1,047197551200 0,000000000289  
 

Рис. 4. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (22). 

На рис. 4 показано распределение значений подходящих дробей, которые опреде-

ляются по формулам Рутисхаузера при решении кубического уравнения (22). На      

рис. 5 и рис. 6 дано распределение значений подходящих дробей на “удалённых” ин-

тервалах. 

Если на начальном участке действительный корень представлялся графиком, со-

стоящим из периодически следующих друг за другом “башенок”, что свойственно 

графикам ультрапериодических непрерывных дробей, то на удалённых участках 

графики подходящих действительного корня имеет вид гребенки. 
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Рис. 5. Графики подходящих дробей, представляющие корни алгебраического 
уравнения (22) на «удаленных» интервалах. 

 

Рис. 6. Графики подходящих дробей с большими индексами, представляющими 
корни уравнения (22). 
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Рассмотрим решение при помощи алгоритма Рутисхаузера вкупе с r/φ-алгорит-

мом алгебраического уравнения 

     016cos21106cos21 293   xxx  . (26) 

Значения подходящих дробей вторых колонок табл. 20, 21 и 22 определялись из 

непрерывной дроби Хессенберга с использованием нелинейных рекуррентных соот-

ношений. Непрерывные дроби, которыми представляются корни уравнения (26), яв-

ляются квазиультрапериодическими, поэтому значения корней уравнения (26) вполне 
 

Нахождение нулей полинома 
x

3
–(1+2cosφ+10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/6 

x1=1,000000003732051 Таблица 20 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 2,732050808570 2,732050808570 -1,732050804840 m 

1 1,732050808930 2,175327748420 -1,175327744680 m 

2 1,366025405780 1,862813565890 -0,862813562158 m 

3 1,154700541360 1,652891652430 -0,652891648696 m 

4 1,000000004540 1,494842750120 -0,494842746387 m 

5 0,866025411016 1,364849286730 -0,364849283000 m 

6 0,732050820033 1,248635363110 -0,248635359380 m 

7 0,577350293704 1,133864349660 -0,133864345928 m 

8 0,366025464961 1,000000027190 -0,000000023458 m 

9 0,000000256708 0,219252161244 0,780747842488   

10 0,953254225043 0,250592437698 0,749407566034   

11 4086509,592400 1,000000017660 -0,000000013928 m 

12 2,732050396720 1,080378819560 -0,080378815825   

13 1,732050747760 1,117423537280 -0,117423533548   

14 1,366025389390 1,132488703910 -0,132488700173   

15 1,154700537360 1,133864339770 -0,133864336038   

16 1,000000006140 1,125515864100 -0,125515860370   

17 0,866025417016 1,109246923390 -0,109246919662   

18 0,732050832033 1,085247808070 -0,085247804337   

19 0,577350318096 1,051536717480 -0,051536713747   

20 0,366025526138 1,000000023310 -0,000000019573   

 

Нахождение нулей полинома 
x

3
–(1+2cosφ+10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/6 

x1=1,000000003732051 Таблица 21 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

0 2,732050808570 2,732050808570 -1,732050804840 m 

1 1,732050808930 2,175327748420 -1,175327744680 m 

2 1,366025405780 1,862813565890 -0,862813562158 m 

4 1,000000004540 1,494842750120 -0,494842746387 m 

8 0,366025464961 1,000000027190 -0,000000023458 m 

16 1,000000006140 1,125515864100 -0,125515860370   

32 0,366025587315 1,000000022250 -0,000000018514 m 

64 1,000000012570 1,031407830350 -0,031407826622   

128 0,366026076730 1,000000020870 -0,000000017134 m 

256 1,000000038300 1,007852088770 -0,007852085040   

512 0,366028034384 1,000000020510 -0,000000016779 m 

1024 1,000000141190 1,001963003300 -0,001962999570   

2048 0,366035864916 1,000000020420 -0,000000016690 m 

4096 1,000000552750 1,000490749910 -0,000490746175   

8192 0,366067185683 1,000000020400 -0,000000016666 m 

16384 1,000002198940 1,000122688120 -0,000122684384   

32768 0,366192447024 1,000000020390 -0,000000016656 m 

65536 1,000008782590 1,000030672770 -0,000030669040   

131072 0,366693144944 1,000000020370 -0,000000016636 m 

262144 1,000035099480 1,000007668940 -0,000007665211   

524288 0,368690393049 1,000000020290 -0,000000016562 m 

1048576 1,000140084040 1,000001917990 -0,000001914257   

2097152 0,376591667782 1,000000020010 -0,000000016275 m 

4194304 1,000555491840 1,000000480260 -0,000000476530   

8388608 0,406853247775 1,000000018960 -0,000000015231 m 

устанавливаются по подходя-

щим дробям, составляющим 

период, если вычисления вести 

от подходящей дроби, замыка-

ющей период, то есть от две-

надцатой подходящей. 

Глядя на многочисленные 

таблицы, вспоминается выска-

зывание Бернарда Шоу из лек-

ции, прочитанной в Гонконге в 

1933 г.: “Учебник можно опре-

делить как книгу, непригод-
ную для чтения. Тем, что я ос-

тался совершенно необразо-

ванным человеком, я обязан 

тому, что никогда не мог чи-

тать учебники. И время, кото-

рое мне полагалось тратить на 

чтение учебников, я тратил на 

чтение настоящих книг – книг, 

написанных людьми, которые 

действительно умеют писать, 

чего никогда не бывает с авто-
рами учебников”. 

Б.Шоу, мысливший, как 

известно, весьма парадоксаль-

ными категориями, говорил в 

данном случае не об учебниках 

математики. 

Не лишне повторить стро-

ки из предисловия: “Математи-

ческие факты могут быть за-

фиксированы не только в виде 

теорем и отдельных формул, 

но и в столбцах чисел. От фак-
тов не так просто отмахнуться, 

факты – упрямая вещь. Созна-

вая, что в трактовках таблиц 

возможны искренние заблуж-

дения, мы стремились избегать 

измышлений гипотез, оставляя 

большей частью колонки цифр  
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без комментариев. Колонки чисел часто красноречивей слов, и уж во всяком случае – 

достоверней”. 
Нахождение нулей полинома 

x
3
–(1+2cosφ+10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/6 

x2=0,9999999981339744e
i0,5235987750982994

 Таблица 22 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 0,633974595850 0,633974595850 0,366025402284 m 0,000000000000 0,523598775098 m 

1 0,788675133473 0,707106780479 0,292893217655 m 0,000000000000 0,523598775098   

2 0,845299459181 0,750458817773 0,249541180361 m 0,000000000000 0,523598775098   

3 0,866025399016 0,777817671799 0,222182326335 m 0,000000000000 0,523598775098   

4 0,866025394624 0,794709436998 0,205290561136 m 0,000000000000 0,523598775098   

5 0,845299443181 0,802925786222 0,197074211912 m 0,000000000000 0,523598775098   

6 0,788675092688 0,800874315157 0,199125682977   0,000000000000 0,523598775098   

7 0,633974473496 0,777817645673 0,222182352461   0,000000000000 0,523598775098   

8 -0,000000668554 0,164780767025 0,835219231109   0,349065850399 0,174532924699 m 

9 4086509,739630 0,904380358969 0,095619639165 m 0,314159265359 0,209439509739   

10 -4086507,813610 3,642094684470 -2,642094686340   0,571198664289 -0,047599889191 m 

11 0,000000668554 0,999999975876 0,000000022258 m 0,523598775598 -0,000000000500 m 

12 0,633974718203 0,965549970448 0,034450027686   0,483321946706 0,040276828392   

13 0,788675174257 0,951695149830 0,048304848304   0,448798950513 0,074799824585   

14 0,845299475181 0,944202991847 0,055797006287   0,418879020479 0,104719754620   

15 0,866025403409 0,939116456512 0,060883541622   0,392699081699 0,130899693400   

16 0,866025390232 0,934651096879 0,065348901255   0,369599135716 0,153999639382   

17 0,845299427181 0,929448078975 0,070551919159   0,349065850399 0,174532924699   

18 0,788675051904 0,921448526452 0,078551471682   0,330693963536 0,192904811563   

19 0,633974351142 0,904380334718 0,095619663415   0,314159265359 0,209439509739   

20 -0,000001337108 0,477225086111 0,522774912022   0,448798950513 0,074799824585   
 

Нахождение нулей полинома 
x

3
–(1+2cosφ+10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/6 

x2=0,9999999981339744e
i0,5235987750982994

 Таблица 23 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 0,633974595850 0,633974595850 0,366025402284 m 0,000000000000 0,523598775098 m 

1 0,788675133473 0,707106780479 0,292893217655 m 0,000000000000 0,523598775098   

2 0,845299459181 0,750458817773 0,249541180361 m 0,000000000000 0,523598775098   

4 0,866025394624 0,794709436998 0,205290561136 m 0,000000000000 0,523598775098   

8 -0,000000668554 0,164780767025 0,835219231109   0,349065850399 0,174532924699 m 

16 0,866025390232 0,934651096879 0,065348901255 m 0,369599135716 0,153999639382 m 

32 -0,000002005661 0,632247708549 0,367752289585   0,475998886908 0,047599888191 m 

64 0,866025372663 0,982480003537 0,017519994597 m 0,483321946706 0,040276828392 m 

128 -0,000007354094 0,898335110636 0,101664887498   0,511422059887 0,012176715212 m 

256 0,866025302386 0,995539572178 0,004460425956 m 0,513412028991 0,010186746107 m 

512 -0,000028747852 0,975990651468 0,024009346666   0,520536794454 0,003061980644 m 

1024 0,866025021279 0,998879753999 0,001120244135 m 0,521044635230 0,002554139869 m 

2048 -0,000114323328 0,994603857984 0,005396140150   0,522832159529 0,000766615570 m 

4096 0,866023896861 0,999719614026 0,000280384108 m 0,522959772943 0,000639002155 m 

8192 -0,000456632360 0,998816527201 0,001183470933   0,523407051404 0,000191723695 m 

16384 0,866019399327 0,999929881684 0,000070116450 m 0,523438995685 0,000159779413 m 

32768 -0,001825982938 0,999746239513 0,000253758621   0,523550840162 0,000047934937 m 

65536 0,866001411431 0,999982467542 0,000017530592 m 0,523558828791 0,000039946307 m 

131072 -0,007305243544 0,999947111542 0,000052886592   0,523586791465 0,000011983633 m 

262144 0,865929495664 0,999995615191 0,000004382943 m 0,523588788782 0,000009986316 m 

524288 -0,029253753940 0,999989405645 0,000010592489   0,523595779548 0,000002995551 m 

1048576 0,865642406338 0,999998902177 0,000001095957 m 0,523596278887 0,000002496211 m 

2097152 -0,117662439935 0,999997996730 0,000002001404   0,523598026585 0,000000748514 m 

4194304 0,864503269824 0,999999723931 0,000000274203 m 0,523598151420 0,000000623678 m 

8388608 -0,488428969664 0,999999649720 0,000000348414   0,523598588345 0,000000186753 m 
 

Из табл. 20, 22 и 24, в которых приведены результаты вычисления корней урав-

нения (26) при учёте первых двадцати подходящих дробей, видно, что проводить опре-

деление модулей и аргументов, начиная с произвольной подходящей в случае ультра-

периодических непрерывных дробей нельзя. Необходимо вычисления вести от подхо-

дящей дроби, замыкающей период. Так как в компьютере мы не имеем дело с истин-

ными ультрапериодическими непрерывными дробями, то незначительные возмущения 
в коэффициентах уравнения, введённые целенаправленно или возникшие самопроиз-

вольно вследствие конечной разрядной сетки компьютера, дают возможность вести 

вычисления корней, начиная с подходящей дроби с произвольным номером. Об этом 

свидетельствует табл. 21, 23 и 25, как и другие аналогичные таблицы этого параграфа. 
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Нахождение нулей полинома 
x

3
–(1+2cosφ+10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/6 

x3=0,9999999986909827e
i0,628318530292633

 Таблица 24 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 0,577350269312 0,577350269312 0,422649728822 m 0,000000000000 -0,523598775098 m 

1 0,732050808033 0,650115167619 0,349884830515 m 0,000000000000 -0,523598775098   

2 0,866025405016 0,715325559349 0,284674438785 m 0,000000000000 -0,523598775098   

3 1,000000002930 0,777817674830 0,222182323304 m 0,000000000000 -0,523598775098   

4 1,154700545360 0,841775187797 0,158224810337 m 0,000000000000 -0,523598775098   

5 1,366025422180 0,912514758517 0,087485239617 m 0,000000000000 -0,523598775098   

6 1,732050870110 1,000000008690 -0,000000010553 m 0,000000000000 -0,523598775098   

7 2,732051220420 1,133864368700 -0,133864370568   0,000000000000 -0,523598775098   

8 -4086507,960830 6,068669243790 -5,068669245660   -0,349065850399 -0,174532924699 m 

9 0,953254221952 5,043186106520 -4,043186108390   -0,314159265359 -0,209439509739   

10 -0,000000256708 1,095672614890 -0,095672616753   -0,571198664289 0,047599889191 m 

11 0,366025342608 1,000000006460 -0,000000008330 m -0,523598775598 0,000000000500 m 

12 0,577350244919 0,958625955592 0,041374042542   -0,483321946706 -0,040276828392   

13 0,732050796033 0,940338740960 0,059661257174   -0,448798950513 -0,074799824585   

14 0,866025399016 0,935191926633 0,064808071501   -0,418879020479 -0,104719754620   

15 1,000000001320 0,939116459256 0,060883538878   -0,392699081699 -0,130899693400   

16 1,154700549360 0,950602296776 0,049397701358   -0,369599135716 -0,153999639382   

17 1,366025438570 0,969943937827 0,030056060307   -0,349065850399 -0,174532924699   

18 1,732050931290 1,000000006420 -0,000000008286 m -0,330693963536 -0,192904811563   

19 2,732051632260 1,051536731610 -0,051536733473   -0,314159265359 -0,209439509739   

20 -2043253,572490 2,095447213060 -1,095447214930   -0,448798950513 -0,074799824585   

 

Нахождение нулей полинома 
x

3
–(1+2cosφ+10

–9
)x

2
+(1+2cosφ)x–1=0, φ=π/6 

x3=0,9999999986909827e
i0,628318530292633

 Таблица 25 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 0,577350269312 0,577350269312 0,422649728822 m 0,000000000000 -0,523598775098 m 

1 0,732050808033 0,650115167619 0,349884830515 m 0,000000000000 -0,523598775098   

2 0,866025405016 0,715325559349 0,284674438785 m 0,000000000000 -0,523598775098   

4 1,154700545360 0,841775187797 0,158224810337 m 0,000000000000 -0,523598775098   

8 -4086507,960830 6,068669243790 -5,068669245660   -0,349065850399 -0,174532924699 m 

16 1,154700549360 0,950602296776 0,049397701358 m -0,369599135716 -0,153999639382 m 

32 -1362168,776410 1,581658524390 -0,581658526258   -0,475998886908 -0,047599888191 m 

64 1,154700565360 0,986837980526 0,013162017608 m -0,483321946706 -0,040276828392 m 

128 -371499,9820860 1,113170316170 -0,113170318037   -0,511422059887 -0,012176715212 m 

256 1,154700629360 0,996654592045 0,003345406089 m -0,513412028991 -0,010186746107 m 

512 -95034,27204240 1,024599956960 -0,024599958827   -0,520536794454 -0,003061980644 m 

1024 1,154700885350 0,999160147690 0,000839850444 m -0,521044635230 -0,002554139869 m 

2048 -23896,89635930 1,005425397810 -0,005425399677   -0,522832159529 -0,000766615570 m 

4096 1,154701909350 0,999789817853 0,000210180281 m -0,522959772943 -0,000639002155 m 

8192 -5982,359585570 1,001184854640 -0,001184856510   -0,523407051404 -0,000191723695 m 

16384 1,154706005250 0,999947441566 0,000052556568 m -0,523438995685 -0,000159779413 m 

32768 -1495,525775010 1,000253804500 -0,000253806371   -0,523550840162 -0,000047934937 m 

65536 1,154722387620 0,999986860397 0,000013137737 m -0,523558828791 -0,000039946307 m 

131072 -373,3038849750 1,000052870890 -0,000052872752   -0,523586791465 -0,000011983633 m 

262144 1,154787897580 0,999996715910 0,000003282224 m -0,523588788782 -0,000009986316 m 

524288 -92,71640300260 1,000010574170 -0,000010576039   -0,523595779548 -0,000002995551 m 

1048576 1,155049623560 0,999999179836 0,000000818298 m -0,523596278887 -0,000002496211 m 

2097152 -22,56791529670 1,000001983270 -0,000001985134   -0,523598026585 -0,000000748514 m 

4194304 1,156091424340 0,999999795807 0,000000202327 m -0,523598151420 -0,000000623678 m 

8388608 -5,032233655270 1,000000331320 -0,000000333183   -0,523598588345 -0,000000186753 m 
 

На рис. 7 и 8 показано расположение подходящих дробей, вычисленное по “уп-

рощённому” алгоритму Рутисхаузера для корней алгебраического уравнения (26) на 

начальном и удалённом участках ( 1501010 66  ). 

В этом параграфе значения подходящих дробей, представляющих корни алгеб-

раического уравнения, определялись по рекуррентному алгоритму Рутисхаузера. Этот 

алгоритм Рутисхаузер назвал “упрощённой формой QD-алгоритма”. Выше был рас-

смотрен ещё один вариант QD-алгоритма, который именуется “прогрессивным QD-
алгоритмом” и является, как показала вычислительная практика, более численно ус-

тойчивым алгоритмом. 
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Рис. 7. Графики подходящих дробей, представляющих корни уравнения (26). 

Рис. 8. Графики подходящих дробей с большими индексами, представляющие 
корни уравнения (26). 
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В вычислениях применялся вариант “прогрессивного QD-алгоритма” Рутисхаузе-

ра, который был назван QD-алгоритмом с отрицательными индексами, так как для 

“запуска” схемы использовались элементы ix  и ie  с отрицательными индексами. 

В табл. 26-28 приведены результаты вычислений корней уравнения (26) по QD-

алгоритму с отрицательными индексами. Первым вычислялся вещественный корень, 

имеющий больший модуль, нежели модули комплексно-сопряженных корней уравне-

ния (26). 
Нахождение нулей полинома 

x
3
-(1+2cosφ+10

-9
)x

2
+(1+2cosφ)x-1=0, φ=π/6 

x1=1,000000003732 Таблица 26 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

1 1,732050808930 1,732050808930 -0,732050805203 m 

2 1,366025405780 1,538189003050 -0,538188999321 m 

4 1,000000004540 1,285648341510 -0,285648337776 m 

8 0,366025464961 0,881939749265 0,118060254467 m 

16 1,000001191850 1,064830803420 -0,064830799686 m 

32 0,366070324644 0,969085431842 0,030914571890 m 

62 1,365989407340 1,013987937650 -0,013987933917  

128 0,366249511297 0,992185443368 0,007814560364 m 

256 0,999988207754 1,003934042740 -0,003934039013 m 

512 0,366965700267 0,998045967450 0,001954036282 m 

1024 0,999946707417 1,000982327710 -0,000982323980 m 

2048 0,369821558678 0,999516468366 0,000483535366 m 

4096 0,999781448445 1,000245757880 -0,000245754150 m 

8192 0,381104014468 0,999884312505 0,000115691227 m 

16384 0,999132278090 1,000061707800 -0,000061704067 m 

32768 0,424063443737 0,999975875381 0,000024128351 m 

65536 0,996724355215 1,000015731250 -0,000015727518 m 

131072 0,565980978518 0,999997670721 0,000002333011 m 

262144 0,989967257325 1,000004358000 -0,000004354267  

524288 0,851498818154 1,000001573290 -0,000001569555 m 

1048576 0,990501613020 1,000001889370 -0,000001885642  

2097152 0,997308523319 1,000001658780 -0,000001655050  

4194304 0,999972737028 1,000001588440 -0,000001584708  

8388608 1,000001515530 1,000001551280 -0,000001547550 m 

 

Нахождение нулей полинома 
x

3
-(1+2cosφ+10

-9
)x

2
+(1+2cosφ)x-1=0, φ=π/6 

x2=0,999999998134e
i0,523598775098

 Таблица 27 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 
Значение 

аргумента, 
φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

0 0,633974595850 0,633974595850 0,366025402284 m 0,000000000000 0,523598775098 m 

1 0,788675133473 0,707106780479 0,292893217655 m 0,000000000000 0,523598775098  

3 0,866025399016 0,777817671799 0,222182326335 m 0,000000000000 0,523598775098  

7 0,633974473496 0,777817645673 0,222182352461  0,000000000000 0,523598775098  

15 0,866023313884 0,939116171306 0,060883826828 m 0,392699081699 0,130899693400 m 

31 0,633870077580 0,939109166769 0,060890831365  0,392699081699 0,130899693400  

61 0,788744099329 0,988881176132 0,011118822002  0,506708492514 0,016890282584  

127 0,633453272739 0,984409165607 0,015590832527  0,490873852123 0,032724922975  

255 0,866060709598 0,996080933226 0,003919064908 m 0,515417544730 0,008181230369 m 

511 0,631785547898 0,996071550493 0,003928447641  0,515417544730 0,008181230369  

1023 0,866180279401 0,999018182003 0,000981816131 m 0,521553467881 0,002045307217 m 

2047 0,625106456018 0,999008626724 0,000991371410  0,521553467881 0,002045307217  

4095 0,866657086679 0,999753846540 0,000246151593 m 0,523087448669 0,000511326429 m 

8191 0,598252675668 0,999744060771 0,000255937363  0,523087448669 0,000511326429  

16383 0,868540575084 0,999937847299 0,000062150835 m 0,523470943866 0,000127831232 m 

32767 0,488212740546 0,999927091084 0,000072907050  0,523470943866 0,000127831232  

65535 0,875683225958 0,999983852681 0,000016145453 m 0,523566817665 0,000031957433 m 

131071 -0,029417186018 0,999957291075 0,000042707059  0,523590786115 0,000007988983 m 

262143 0,897448577414 0,999995353180 0,000004644954 m 0,523590786115 0,000007988983  

524287 8,704506907340 0,999996237957 0,000003760177 m 0,523596778227 0,000001996871 m 

1048575 0,887549294675 0,999998210583 0,000001787551 m 0,523596778227 0,000001996871  

2097151 1,492454485380 0,999998746049 0,000001252085 m 0,523598276256 0,000000498843 m 

4194303 0,543471411249 0,999998823113 0,000001175021 m 0,523598276256 0,000000498843  

8388607 0,720226876969 0,999999076365 0,000000921769 m 0,523598650763 0,000000124336 m 

 

 
На рис. 9-11 показаны 

графики распределения подхо-

дящих дробей, полученных 

при решении уравнения (26). 

На начальном участке ( 1n  

150) график распределения 

подходящих, соответствую-

щих вещественному корню, 

подобен графику ультраперио-

дической непрерывной дроби, 

в то время как графики комп-

лексно-сопряженных корней 

весьма не схожи между собой. 

На отдаленных интервалах 

(рис. 10 и рис. 11) графики 
подходящих дробей, соответ-

ствующих вещественному 

корню, имеют синусоидаль-

ную огибающую с незначи-

тельной амплитудой. 
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Нахождение нулей полинома 
x

3
-(1+2cosφ+10

-9
)x

2
+(1+2cosφ)x-1=0, φ=π/6 

x3=0,999999998134e
-i0,523598775098

 Таблица 28 
Номер 
дроби, 

i 

Значение 
подходящих 

дробей 

Значение 
модуля, 

ri 

Погрешность 
модуля, 

r0–ri 

min 

Значение 
аргумента, 

φi 

Погрешность 
аргумента, 

φ0–φi 

min 

-1 0,366025403784 0,366025403784 0,633974594350 m 0,000000000000 0,523598775098 m 

0 0,577350269312 0,459700843430 0,540299154704 m 0,000000000000 0,523598775098  

2 0,866025405016 0,605000334049 0,394999664085 m 0,000000000000 0,523598775098  

6 1,732050870110 0,881939729032 0,118060269102 m 0,000000000000 0,523598775098  

14 0,866026302835 0,881939839093 0,118060159041 m 0,392699081699 0,130899693400 m 

30 1,732110406350 0,969082120544 0,030917877590 m 0,392699081699 0,130899693400  

60 0,577317301903 0,975242017699 0,024757980435  0,506708492514 0,016890282584  

126 1,732348024530 0,992181213412 0,007818784722 m 0,490873852123 0,032724922975  

254 0,866001891216 0,992179108426 0,007820889708  0,515417544730 0,008181230369 m 

510 1,733299560400 0,998041509911 0,001958488223 m 0,515417544730 0,008181230369  

1022 0,865923821751 0,998039279070 0,001960719064  0,521553467881 0,002045307217 m 

2046 1,737122793870 0,999511987611 0,000488010523 m 0,521553467881 0,002045307217  

4094 0,865612273445 0,999509720022 0,000490278112  0,523087448669 0,000511326429 m 

8190 1,752694118430 0,999879958204 0,000120039930 m 0,523087448669 0,000511326429  

16382 0,864377955394 0,999877660978 0,000122337156  0,523470943866 0,000127831232 m 

32766 1,819774624290 0,999972025976 0,000027972158 m 0,523470943866 0,000127831232  

65534 0,859643227395 0,999969636797 0,000030361337  0,523566817665 0,000031957433 m 

131070 2,195487016070 0,999995319259 0,000004678875 m 0,523566817665 0,000031957433  

262142 0,844634973830 0,999992512780 0,000007485354  0,523590786115 0,000007988983 m 

524286 -6,823954916920 1,000001855490 -0,000001857354 m 0,523596778227 0,000001996871 m 

1048574 0,853999900873 0,999997873571 0,000002124563  0,523596778227 0,000001996871  

2097150 0,242287799867 0,999998823480 0,000001174654 m 0,523598276256 0,000000498843 m 

4194302 1,188606660290 0,999998960556 0,000001037578 m 0,523598276256 0,000000498843  

8388606 1,011822416070 0,999999079769 0,000000918365 m 0,523598650763 0,000000124336 m 
 

Рис. 9. Графики подходящих дробей, представляющие корни уравнения (26). 
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Рис. 10. Графики подходящих дробей с большими индексами, представляющие 
корни уравнения (26). 

Рис. 11. Графики подходящих дробей на «отдаленном» интервале, представляющие  
корни уравнения (26). 
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ПОСЛЕСЛОВИЕ 

Уже отмечалось, что функции Никипорца для корней алгебраических уравнений 
степени 2, 3 и 4, то есть уравнений, решаемых в радикалах, и для корней уравнений 

степени n>4, имеют одну и ту же структуру. Естественно, что и графики подходящих 

дробей корней уравнений, решаемых в радикалах, и уравнений степени n>4, оказались 

аналогичными. Можно полагать, что обнаруженный подход к решению алгебраиче-

ских уравнений n-й степени является более общим и естественнным, нежели подход, 

связанный с поиском решений уравнений в радикалах, который «в свете последних 

событий» можно расценивать в некотором роде искусственным. Функции Никипорца, 

или непрерывные дроби Никипорца, вкупе с r/φ-алгоритмом, следует рассматривать 

как аналитические выражения, устанавливающие связь между коэффициентами алгеб-

раического уравнения произвольной степени n и корнями этого уравнения. 

Хотелось бы остановиться на одном практически важном аспекте. Классифицируя 

в книге [279] различные алгоритмы численного решения алгебраических уравнений,  
Г.П. Кутищев пишет: «Все эти методы являются итерационными, или методами по-

следовательного приближения, и успех их применения зависит от наличия «хорошего» 

начального значения корня. Обеспечение сходимости итерационного процесса и его 

ускорения, собственно, и определяет качество реализации каждого из этих методов и 

конкретную организацию вычислений. Удовлетворить все требования по обеспечению 

сходимости для всех случаев не представляется возможным и поэтому для создания 

эффективных алгоритмов численного нахождения корней необходимо дальнейшее 

развитие теории алгебраических уравнений.» Если коротко оценить ситуацию с суще-

ствующими численными методами решения алгебраических уравнений, то можно ска-

зать, что зачастую невозможно обеспечить сходимость того или иного выбранного 

итерационного алгоритма. При решении алгебраических уравнений n-й степени с ис-
пользованием функций Никипорца и r/φ-алгоритма сходимость метода гарантирована, 

что называется, по определению, так как не существует расходящихся периодических 

непрерывных дробей, ‒ «этого не может быть потому, что этого не может быть нико-

гда.» Разумеется, скорость сходимости метода непрерывных дробей определяется кон-

кретным набором коэффициентов алгебраического уравнения n-й степени, но сходи-

мость метода гарантирована. 
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